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Définition 1 - Applications linéaires

Soit (E, +,e) et (F, +, e) deux K-espaces vectoriels. Une appli-
cation linéaire (ou morphisme ou, plus rarement, homomor-
phisme) de (E, +, ) dans (F, +, ) est une fonction ¢ de E dans
F qui verifie les deux propriétes suivantes:

(additivite) Vu,v € E,on a: p(u + V) = o(Uu)+p(V);

(homogeénéite) V) € K,Vu € E,on a: p(leu) = \ep(U).

Lensemble des applications lineaires de (E, +,e) et (F,+,e)
est note L(E,F).
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Définition 2 - Endomorphismes

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une application lineaire

de (E,+,e) dans (E, +, e) dans lul meme est appelee un endo-
morphisme.

L'ensemble des endomorphismes de (E, +, e) est note L(E).

Applications lineaires & matrices

Olivier Nicole



Applications linéaires

00e00

Définition 3 - Isomorphismes

Un iIsomorphisme est une application lineéaire bijective.
L'ensemble des isomorphismes entre un espace vectoriel
(E,+,e) etun autre (F,+,e) est note Isom(E, F).

Définition 4 - Automorphismes

Un automorphisme est un morphisme bijectif.
L'ensemble des automorphismes d’'un espace lineaire (E, +, o)
est note GL(E).
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Definition 5 - Forme linéaire

Une application lineaire d'un K-espace vectoriel dans l'es-
pace (K, +, o) est appelée une forme lineaire.
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Proposition 1

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ une
fonction de E dans F. Alors ¢ est une application lineaire de
(E,+,e) dans (F,+,e) sI et seulement si, pour tout scalaire
)\ € K, tout couple de vecteurs (u,v) € E?,on a: p(u+lev) =

p(U)+Aep(V).
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Définition 6 - Noyau d’un morphisme

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €
L(E,F). On appelle noyau de ¢, qu'on note Ker (¢) les ante-
cedents de 0. C'est a dire

Ker (¢) = 1x € E| ¢(x) =0}

Le noyau est donc une partie de 'ensemble E.
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Proposition 2

Le noyau d’'un morphisme de L(E, F) est un sous-espace vec-
toriel de E.

On peut donc se contenter de montrer qu'une partir de E est le
noyau d’'un morphisme pour savoir que c’est un sous-espace
vectoriel. C'est une maniere tres compacte et pratique de prouver
qu'un ensemble est un sous espace vectoriel.
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Exemple 1

On prend E R3. Montrer que lensemble F =
{(x,y,2) € R® | x +2y =0} est un sous espace vectoriel de E.
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Exemple 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions C>* de R dans R. On se
donne une equation differentielle y” + ay’ + by = 0. Prouver
que 'ensemble F des solutions est un espace vectoriel.
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Theoreme 1

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €
L(E, F).
© est Injective si et seulement si Ker () = {0}.
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Définition 7 - Image d’'un morphisme

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €
L(E,F). On appelle image de ¢, qu’'on note Im () 'ensemble
des images des elements de E par ¢. C'est a dire

Im () = {p(X) | x € E}

L'image est donc une partie de 'ensemble F.
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Deéfinition 8 - Rang

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €
L(E,F). On appelle rang de ¢, qu’'on note rg(¢) la dimension
de son Image.

rg (¢) = dim(Im (p))
On deéfinit de la meme facon le rang d’'une matrice.
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Théoreme 2 - Théoréeme du rang (morphismes)

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et o € L(E,F).

dim E = rg () + dim Ker (¢)
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Proposition 3

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et ¢ € L(E,F).
Onnoten=dimEetm =dimF

m Sin>m, pne peut pas etre injectif et le noyau est au
moins de dimension n — m.

m Sin < m,ypne peut pas étre surjectif et |'image est au
plus de dimension n.

m Si ¢ est injective, alors n < m.
m Si p est surjective, alors n > m.
m S| o est bijective, alors n = m.
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Proposition 4

Soit u un endomorphisme. Il y a equivalence entre.
u est bijectif

u est injectif

u est surjectif
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Deéefinition 9 - Matrice

Soient m,n € N. On appelle une matrice d’eléements de K a m
lignes et a n colonnes une famille d’élements (a; ;)1 <i<m.1<j<n
de K indexee par les couple (1,J) ou 1 varie entre 1 et m, et J
varie entre 1 et n.

On ditaussi que (a; ;)i <j<m.1<j<n €St une matrice de taille m x
n.

On note My, , 'ensemble des matrices de tailles m x n d’ele-
ment de K.

Enfin, lorsque m = n, on dit que les matrices de M, , sont
carrees de taille m. Dans ce cas, on note simplement M, (K).

PRIAN
AT z 15 .
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Lien entre matrice carree et endomorphisme

—
= J
_ Définition 10 | 5 { mf[j);uf-ufg
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et (e, ea,...,ep) B ; L =

|

une base de E. Soit ¢ € L(E). On peut décrire entierement ¢ | LP(M'>: 0\
par une matrice de M, (K), ou la colonne i contient la décom- I CED

position de p(e;) dans la base (e, es,...,ep).
On dit que cette matrice est la matrice de ¢ dans la base - >\ (7 éé[au)
(El., . e ey e]r])-

cp(4 ) pley) . C(O(PH)
@
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Définition 11
On note I, € M,(K) la matrice de dimension n x n

1 Qeveeee 0
0
0----- -0 1

Proposition 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. La matrice I, re-
presente 'endomorphisme Idg de n’importe quelle base dans
elle-meme.
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Déefinition 12 - Somme de matrices

Solent m,n € N. Solent A € Mpu, et B € Mp, On note

A = (a,‘!j)lgjgmjlgjgn et B I? (b,‘jj)lgfgmjlgjgn. La mat.rice
(@jj+Dbjj)i1<i<m1<j<n €Stappelée lasomme des deux matrices
A et B. On la note A + B.

z( y A-1 Zfto
,}O — \ 3O (S’f{
®»
- 2

Applications lineaires & matrices Olivier Nicole



Matrices

000080000000

Deéefinition 13 - Produit interne

Solentm, n, 0 € Ntroisentiers positifs. SolentA € Mpy ,etB €

Mn}o. On note A := (O,‘J)lg,‘gm’lgjgn et B := (bf,j)lgfgn,1<k<o-
La matrice (¢;;) € Mm o definie par:

n
Cij =Y Q- by,
k=1

pourl <i<metl<j<o,estappelee le produit entre A et
B, et est notée A x B.
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