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Définition 1- Applications linéaires

Soit (E, +, ) et (F, +, e) deux K-espaces vectoriels. Une appli-
cation linéaire (ou morphisme ou, plus rarement, homomor-
phisme) de (E, +, ) dans (F, 4, ) est une fonction ¢ de E dans
F qui vérifie les deux propriétés suivantes :
(additivité) Yu,v € E,ona: o(u+Vv) = o(Uu)+p(v);
(homogénéité) VA € K, Vu € E, on a: p(\eu) = \ep(U).

Lensemble des applications linéaires de (E, +,e) et (F,+,e)
est noté L(E,F).
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Définition 2 - Endomorphismes
Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une application linéaire

de (E, +, ) dans (E, +, e) dans lui méme est appelée un endo-
morphisme.

Lensemble des endomorphismes de (E, +, ¢) est noté £(E).
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Applications linéaires
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Définition 3 - Isomorphismes

Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
Lensemble des isomorphismes entre un espace vectoriel
(E,+,e) et un autre (F,+, ) est noté Isom(E, F).

Définition 4 - Automorphismes

Un automorphisme est un morphisme bijectif.
Lensemble des automorphismes d'un espace linéaire (E, +, o)

est noté GL(E).

Applications linéaires & matrices Olivier Nicole



Applications linéaires
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Définition 5 - Forme linéaire

Une application linéaire d'un K-espace vectoriel dans l'es-
pace (K, +, ) est appelée une forme linéaire.
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,_{ Proposition 1 ]

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ une
fonction de E dans F. Alors ¢ est une application linéaire de
(E,+,e) dans (F,+,e) si et seulement si, pour tout scalaire
A € K, tout couple de vecteurs (u,v) € E2, on a: p(u+Aev) =

o(u)+rep(v).
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Définition 6 - Noyau d’'un morphisme

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €
L(E,F). On appelle noyau de ¢, qu'on note Ker () les ante-
cédents de 0. C'est a dire

Ker (¢) = {x € E| p(x) = 0}

Le noyau est donc une partie de 'ensemble E.
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Noyau
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Proposition 2 ]

Le noyau d’'un morphisme de L(E, F) est un sous-espace vec-
toriel de E.

On peut donc se contenter de montrer qu’une partir de E est le
noyau d’'un morphisme pour savoir que c’est un sous-espace
vectoriel. C'est une maniére trés compacte et pratique de prouver
qu’un ensemble est un sous espace vectoriel.
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Noyau
Exemple 1

On prend E = R3. Montrer que lensemble F =
{(x,y,z) e R® \ X+ 2y = 0} est un sous espace vectoriel de E.
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Noyau
Exemple 2

Soit E l'espace vectoriel des fonctions C*> de R dans R. On se
donne une équation différentielle y” + ay’ + by = 0. Prouver
que I'ensemble F des solutions est un espace vectoriel.
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Théoréme 1
Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €

L(E,F).
© est injective si et seulement si Ker (¢) = {0}.
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Définition 7 - Image d’'un morphisme

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €
L(E,F). On appelle image de ¢, qu'on note Im () 'ensemble
des images des éléments de E par ¢. C'est a dire

Im (¢) = {¢(x) | x € E}

L'image est donc une partie de 'ensemble F.
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Définition 8 - Rang

Soit (E,+,e) et (F,+,e) deux K-espaces vectoriels et ¢ €

L(E,F). On appelle rang de ¢, qu'on note rg (¢) la dimension
de son image.

rg (¢) = dim(Im (¢))
On définit de la méme facon le rang d’'une matrice.
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Image et rang
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Théoréme 2 - Théoréme du rang (morphismes)

Soit (E,+,e) et (F,+, o) deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et ¢ € L(E, F).

dim E = rg (¢) + dim Ker (¢)
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r_{ Proposition 3 ]

Soit (E, +,e) et (F,+, o) deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et ¢ € L(E,F).
Onnoten =dimE etm =dimF

m Sin > m, p ne peut pas étre injectif et le noyau est au
moins de dimension n — m.

m Sin < m, p ne peut pas étre surjectif et l'image est au
plus de dimension n.

m Si p est injective, alors n < m.
m Si p est surjective, alors n > m.
m Si ¢ est bijective, alors n = m.
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,_{ Proposition 4 ]

Soit u un endomorphisme. Il y a équivalence entre.
u est bijectif
u est injectif
u est surjectif
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Matrices
Définition 9 - Matrice

Soient m,n € N. On appelle une matrice d’éléments de Ka m
lignes et a n colonnes une famille d’éléments (a; )1 <i<m 1<j<n
de K indexée par les couple (i,j) ou i varie entre 1 et m, et
varie entre 1 et n.

On dit aussi que (@;j)1<i<m,1<j<n €St Une matrice de taille m x
n.

On note Mp, , l'ensemble des matrices de tailles m x n d'élé-
ment de K.

Enfin, lorsque m = n, on dit que les matrices de M, , sont
carrées de taille m. Dans ce cas, on note simplement M, (K).
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Matrices
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Lien entre matrice carrée et endomorphisme

,_[ Définition 10 ]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et (e, ez, ..., ep)
une base de E. Soit ¢ € L(E). On peut décrire entiérement ¢
par une matrice de M,(K), ou la colonne i contient la décom-

position de p(e;) dans la base (ej, es,...,ep).
On dit que cette matrice est la matrice de ¢ dans la base
(el, coog e,,).
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Définition 11
On note I, € My(K) la matrice de dimension n x n

1. 0 ....... 0
. ...'.O
Q.----- O 1

Proposition 5 ]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. La matrice I, re-
présente 'endomorphisme Idg de n’importe quelle base dans
elle-méme.
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Définition 12 - Somme de matrices

Soient m,n € N. Soient A € My, et B € Mpm,. On note
A = (Gij)ici<mi<j<n €t B := (bjj)i<i<m1<j<n L@ matrice
(@jj+bij)1<i<mi1<j<n €St appelée la somme des deux matrices
Aet B.On la note A+ B.
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Matrices
Définition 13 - Produit interne

Soientm, n, o € Ntrois entiers positifs. SoientA € Mpy ,etB e
M. O'n note A := (W,j)lgiggn@gjgn et B := (bjj)i<i<n,1<k<o-
La matrice (¢;j) € Mpy, définie par:

n
Cij = Gin- b,
k=1

pourl <i<metl<j<o,estappelée le produit entre A et
B, et est notée A x B.
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Proposition 6 - Associativité de la multiplication

Soient m,n,o0,p € N quatre entiers. Soient A € Mp,, B €
My o, C € M, p trois matrices a valeur dans K.
Alors :

Ax (BxC)=(AxB)xC.
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Matrices
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'_{ Proposition 7 ]

Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels munis respectivement
de tr'0|s.base§ (ei.),-e[[m]], (f)icpi,my €t (9i)ieq,pp- Soient deux
applications linéaires u € L(E,F) etv € L(F,G),.

ESFS

Soit M la matrice de u dans les bases (&;)ic1,np et (fi)icf1,m) €t
N la matrice de v dans les bases (fj)icpi,m) €t (9))icq1,p]-
Alors

NxM

est la matrice de
vou

dans les bases (€;)icq,n) €t (91)ieq,p]-

On remarque qu’on fait la multiplication dans le méme sens que la
composition.
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Matrices
Définition 14 — Matrice inversible

Soit A, une matrice carrée de dimension n. On dit que A est
inversible s'il existe une matrice B € M,(K) telle que

AxB=BxA=I,

B est appelé inverse de A et est noté A~
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Proposition 8 ]

Soit E et F deux K-espace vectoriels de dimension n. Soit e
et f respectivement des bases de E et F. Soit ¢ € L(E,F) et
A la matrice de ¢ dans les bases e et f. A est inversible si et
seulement si ¢ est un isomorphisme de E dans F.
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Inverser une matrice, méethode 1

Résoudre un systéme linéaire
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Inverser une matrice, methode 2

m Utiliser le pivot de Gauss pour transformer M en I,
m Appliquer la méme séquence d’'opérations a I,
m Le résultat est M~
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