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Familles libres
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Tout vecteur de R? peut s’écrire comme une combinaison linéaire
de 7et 7.
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Familles libres
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On dit que (7, 7) est libre : on ne peut pas construire 7’a partir de 7,
et Inversement.
En revanche, (1,1) et (—2, —2) sont liés.
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Familles libres
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Familles libres vot de Familles generatrices
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Familles libres
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Définition 1 : LN
Soit (E,+,e) un IK-espace vectoriel. Une famille finie

(Uq,...,u,) d'elements de E est dite libre si et seulement si
pour toute famille de scalaire (A\q,..., An), 0N a:
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Familles libres
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Proposition 1

Si (E,+, e) est un K-espace vectoriel, alors les familles libres
ne contiennent pas l'element 0.
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Exercice 1

Montrer que la famille ((1,1,0), (—1,1,0)) est libre dans (R, +
) SR
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Familles libres
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Exemple 1

Soit n € N un entier naturel. Sol .+, ). 'espace vectoriel
des n-uplets de scalaires, muni de l'addition et la multiplica-
tion coordonnée par coordonneée. La famille (6y)<r<n de vec-
teurs telle que ¢, a toutes ses coordonnées egales a 0, sauf
la R-ieme coordonnée qui vaut 1 est libre. Ainsi par exemple
((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) est une famille libre de R".
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Familles libres
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Proposition 2

Une sous-famille d’'une famille libre est libre.
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Familles libres
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Proposition 3

Une famille libre reste libre si on change l'ordre de ses éle-
ments. Inversement, si elle est liee, elle reste liee.

(v, W) Ve

~—> (v,uw) Dl //‘/
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Familles libres
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Proposition 4

Multiplier un element d’'une famille par un scalaire non nul ne
change pas son caractere libre ou lie.

o3 V) Aohae

> (%U SN W) " O

Familles de vecteurs Olivier Nicole




Familles libres
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Proposition 5

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit | un ensemble. Si
(Uj)ie; € E' une famille d’éléments de E indexée par I. Soit
A € K. Soient iy € | et j, € I deux éléments de | tels que
ip # Jo. Soit (vj)je, € E' la famille d’éléments de E définie par:

i
Vi, := Uj, + AeUj
Vi i= U; pouri e I\ {iy}

Alors, la famille (u;);c, est libre si et seulement si la famille
(U’,‘);E,- est libre.
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Familles libres
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Proposition 6

Soient m et n deux entiers positifs.. Soit (U;j),<j<m € (K")"

une famille de m vecteurs du K-espace vectoriel (K", +,-). Si
(Uj)1<i<m €st échelonnée, et que tous ses membres sont non
nuls, alors elle est libre. Une famille echelonnée, c’est une fa-
mille ou pour chaque vecteur, 'indice de la derniere compo-
sante non nulle est different.

Si on écrit les vecteurs d’'une famille echelonnée les uns au-dessus
des autres dans un certain ordre, on obtient une sorte d’escalier :

@0, 0, 0)
(1) g% 0)
(1, 1, 0)

}

est echelonnée (et donc libre).
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Pivot de Gauss
@00

e pivot de Gauss

Trois operations qui transforment une famille de vecteurs mais
conservent son caractere libre ou lie.

o (0,4, 0)
L;(—)\jl_; ()\#0) (Z)/‘ /'_\>
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Exemple 2

Montrer que la famille ((1,1,0),(-1,1,0),(2,3,0)) est liee

dans (R3, +, ). T
<@)1; O) Leeletdly (1,10 )17,
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Exercice 2 L_()? ~ ZLAELZ
Montrer que la famille ((1,0,1),(0,2,—-1),(2,—2,3)) est liee
dans (R3, +, ).




Familles generatrices
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Deéefinition 2

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Une
famille (u;);c,; d’elements de E est dite genéeratrice de (E, +, o)
si et seulement si pour tout elément u € E, il existe un sous-
ensemble fini J C I et une famille de scalaire (};);¢), tels que :

Z)\jouj:u.

j€J
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Familles géneératrices
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Proposition 7

Si, en mettant les vecteurs d’'une famille les uns au-dessus
des autres, il apparait une colonne nulle, alors la famille n’est
pas generatrice.

(4,-1,/O
(2/3/ C
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Familles géneératrices
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Exemple 3

Soit n € N un entier naturel. Soit (K", +, -). l'espace vectoriel
des n-uplets de scalaires, muni de 'addition et la multiplica-
tion coordonnée par coordonnée. La famille (6%), <<, de vec-
teurs telle que J;, a toutes ses coordonneées egales a 0, sauf la
kR-ieme coordonnée qui vaut 1 est génératrice.

Olivier Nicole
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Familles generatrices
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Proposition 8

Sion ajoute des vecteurs a une famille generatrice, on obtient
une famille generatrice.

(1,v) gén,

=> (uv ) gén /// ///7

-~

S
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Familles géneératrices
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Proposition 9

Changer 'ordre des vecteurs d’'une famille ne change pas le
caractere genérateur ou non generateur.
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Familles géneératrices

O00000e0

Proposition 10

Multiplier un élement d’'une famille par un scalaire non nul ne
change pas le caractere génerateur ou non generateur.
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Familles géneératrices
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Proposition 11

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si
(Uj)jc; € E" une famille d’éléements de E indexée par I. Soit
A € K. Soient iy € | et Jo € | deux elements de | tels que
io # jo. Soit (vj)ic, € E' la famille d’éléments de E définie par:

Vi, = Uuj, + Ao Ui,
V; := U; pour1 €\ {iy}

Alors, la famille (u;);¢, est genératrice si et seulement si la fa-
mille (v;);c, est generatrice.

Olivier Nicole
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Bases, dimensions
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Deéefinition 3

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle base de E
toute famille d’eléements de E qui est a la fois libre et généra-

trice de E.
- .
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Bases, dimensions
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E_ = 57 Sf—ﬂ—{gj

'

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et
(Uj)jc € E' une famille d’éléments de E indexée par |, tel que

(Uj)je) SOIt une base de E.
Alors pour tout vecteur u € E, Il existe un unique sous-
ensemble J C I et une unique famille (););, de scalaires non

nuls tel que:
U= Z)\J.K

J€)

Ainsi tout vecteur admet une decompositign unique gans une

base.
!/l_:—)c/juﬁ-~~-+\ Ay =g gt U
__:-—'_\7 /\/L:/{_/Ldl /‘-)‘2 :/.13/\ < v (\/\M:/L/(*L

Familles de vecteurs

Olivier Nicole




Bases, dimensions
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Exemple 4

Soit n € N un entier naturel. Soit (dj),<j<p € (K")" la fa-
mille de n vecteurs de K" telle que la J-ieme coordonnee
du I-ieme vecteur soit egale a 0 si I # J et a 1 sinon. Alors
(0i)1<i<n € (K")" est une base de (K", +,-) (on dit que c’est la
base canonique de K").
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Bases, dimensions
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Proposition 12

Les opérations du pivot de Gauss, appliquées a une base, re-
sultent en une base.
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Bases, dimensions
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Théoréme 2 - Théoréme « de la base incompléte »
Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soi une

famille genératrice de E, telle que (uy, us, ..., u,) Soitune fa-

mille libre (avec k < n).
Alors il existe p € Ntelque R < p <n e@est

une base de E.

(\M/{ /%/ '“_/PM& , T M/ ), M’VL )
| M

Was.
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Bases, dimensions
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Theoreme 3

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel qui admet une famille ge-
neratrice finie. Alors toutes les bases de (E, +, e) ont le meme
cardinal.
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Bases, dimensions
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Definition 4

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel qui admet une famille ge-
nératrice finie. On dit que (E, +,e) est de dimension finie et
on appelle dimension de (E, +, o) le cardinal des bases de E.

AN
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Bases, dimensions
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Proposition 13

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit F un sous-espace vec-
torielsde (E, +,e).SIi Eet Fsontde dimensions finies et égales.
Alors E = F.

O),&»«.E:OU\M -
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Bases, dimensions
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Proposition 14

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini égale a
n. Alors toute famille libre de n element est une base.

Proposition 15

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini egale a
n. Alors toute famille genératrice de n elément est une base.
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Bases, dimensions
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Exercice 3

Montrer que
(1, O, 1)
(0, 2, -—1)
(2, 0, -—1)

est une base de R’ (muni des opérations vectorielles
usuelles).
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