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1 Familles libres

Définition 1
Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une famille finie (uq,...,u,) d’élé-
ments de E est dite libre si et seulement si pour toute famille de scalaire

(A,...,A\n), ona:

Z/\Z.UZZOE — /\1:)\2::)\71:0
=0

Définition 2
Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel et f une famille d’éléments de E. On
dit que f est liée si et seulement si elle n’est pas libre.

’_[ Remarque 1 ]

On a de temps en temps besoin d’étendre cette définition a des familles
infinies. La définition qui suit marche pour des familles finies ou infinies
mais est moins claire que la premiére. En somme, une famille infinie est libre
si et seulement si toutes ses sous-familles finies le sont.

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Une famille (u;);er
d’éléments de F est dite libre si et seulement si pour tout ensemble fini J C [
et toute famille de scalaire (\;);cs, on a :

Z)\j.UjZOE — VJEJ,)\]:O

j€J




Proposition 1 |

Si (E, +, e) est un K-espace vectoriel, alors les familles libres ne contiennent
pas 'élément Og.

Démonstration. Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble et (u;);e; €
ET une famille d’éléments de E indexée par I. On suppose qu'il existe un indice
io € I tel que u;, = Op. Alors 1 @ u;, est une combinaison linéaire d’éléments de
(u;)ier avec un coefficient non nul (1). Or 1 e u;, = 1  0g, puis, 1 ® u;, = 0x. Donc
la famille (u;);c; est liée dans E. O

Exemple 1

Si (E, +, e) est un K-espace vectoriel, alors toute famille formée d’un élément
de E'\ {Og} est libre.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un singleton {iy} et
(ui)ier € ET une famille d’un élément de E indexée par I. On suppose que u;, # Og.
Soit J C I, et ()\j)jes € E7 une famille de scalaires indexée par J telle que
Z]EJ )\ ®U; = OE

1. Si J = @, alors pour tout j € J, A\; = 0.

2. Sinon, J = {ip}, puis, A\, ® u;, = 0. Donc, \;; = 0 ou u;, = O, puis,

comme u;, # 0g, A\, = 0.

Donc dans tous les cas, pour tout j € J, A\; = 0.
Puis, la famille (u;);c; est libre. O

Exercice 1 ]

Montrer que la famille ((1,1,0), (—1,1,0)) est libre dans (R?, +, ). ]

Exemple 2
Montrer que la famille ((1,1,0), (—1,1,0),(2,3,0)) est liée dans (R3, +, ).

Démonstration. On a :

(=5) - (1,1,0)+ (1) - (=1,1,0) +2:(2,3,0) = ((=5) + (=1) - (=1) +2-2,(=5) + (—=1)+2-3,0)
(=5) (1,1,0) + (=1) : (=1,1,0) + 2 (2,3,0) = (=5 + 1 + 4,5 — 1 +6,0)

(=5) - (1,1,0) +(—=1) - (—=1,1,0) +2:(2,3,0) = (0,0,0)

Donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(2,3,0)) est lice. ]



Exemple 3

Soit n € N un entier naturel. Soit (K", +,-). Pespace vectoriel des n-uplets
de scalaires, muni de ’addition et la multiplication coordonnée par coordon-
née. La famille (0y)1<x<n de vecteurs telle que 5 a toutes ses coordonnées
égales a 0, sauf la k-iéme coordonnée qui vaut 1 est libre. Ainsi par exemple
((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) est une famille libre de R3.

Démonstration. Soit (A)1<k<, € K" une famille de scalaires telle que > 7| Ay -
6% = (0)1<k<n. Soit j € N tel que 1 < j < n, on a sur la j-iéme coordonnée,
ZZ:1>‘k'5gk =0. Or 5;-“ = 0 pour tout k tel que j # k. Puis A\ - 1 =0 et Ay = 0.
Donc la famille (6%);<x<, est libre. O

Proposition 2 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);er € E! une
famille libre d’éléments de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de I.
Alors, la famille (u;);es est libre.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit [ un ensemble et (u;);er €
E" une famille libre d’éléments de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de I.
Montrons que (u;);ec; est une famille libre.

Soit K un sous ensemble fini de J et (Ag)ger € KX une famille de scalaires indexée
par K. Comme J C I, K est un sous ensemble fini de /. Donc, par la définition [I]
Y kex M ®up = 0g & Vk € K, A\, = 0. Puis, par la définition [ la famille (u;);es
est libre. ]

'_[ Proposition 3 ]
Une famille libre reste libre si on change ’ordre de ses éléments. Inversement,
si elle est liée, elle reste liée.

Plus formellement (mais moins clairement) : Soit (£, +, ) un K-espace vec-
toriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ie;r € E! une famille d’éléments de E
indexée par I. Soit o une bijection de I dans I. Soit (v;)ic; € E' la famille
d’éléments de E définie par :

{Ui = ua(i).

Alors, la famille (u;);er est libre si et seulement si la famille (v;);e; est libre.




Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble. Si (u;);er €
ET une famille d’éléments de E indexée par I. Soit o une bijection de I dans I.
Soit (v;)ic € F! la famille d’éléments de £ définie par :

{’Ui = ug(i).

— (=) On suppose que la famille (u;);es est libre.
Montrons que la famille (v;);es est libre.
Soit J un sous-ensemble fini de I et (\;);e; € K/ une famille de scalaires
indexée par J tel que : Zje] Aj e v; = Op. Il faut montrer que pour tout
jedJ, A\ =0.
Pour j € J, on a : v; = ug;.
Donc ). ; Aj ® uy;. Puis, comme o est une bijection, on peut faire le chan-
gement de variable j' = (7). Dot 3" 5c, ) | jesy Ao-1(7) ®Ujr- Or Uensemble
{o(j) | j € J} est fini et la famille (u;);es est libre, donc par la définition
@ on a : pour j* € {o(j) | j € J}, A\p-1(jy = 0. Puis en posant j € J,
)‘afl(a(j)) = 0, et )\j =0.
Ainsi, par la définition [I la famille (v;);es est libre.

— (<«=) On suppose que la famille (v;);e; est libre.

Alors la famille (u;);e; en appliquant le point précédent en remplagant

(u;)ier par (v;)ier et réciproquement, puis en remplagant o par o~ .

]

'_[ Proposition 4 ]

Multiplier un élément d’une famille par un scalaire non nul ne change pas
son caractére libre ou lié.

Plus formellement (mais moins clairement) : Soit (£, +, ) un K-espace vec-
toriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E' une famille d’éléments de E
indexée par I. Soit A € K tel que A # 0 et ig € I un élément de I. Soit
(vi)ie € E' la famille d’¢léments de E définie par :

Vig 1= A ® Uy,
V= Uy pour i € I\ {ip}.

Alors, la famille (u;);es est libre si et seulement si la famille (v;);c; est libre.

Démonstration. Soit (E,+, e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);e; €
ET une famille d’é¢léments de E indexée par I. Soit A € K tel que A # 0 et ip € I



un élément de I. Soit (v;);e € B! la famille d’éléments de E définie par :

Vi 1= A\ ® Uy,
v; =y pour i € I\ {ip}.

— (=) On suppose que la famille (u;);es est libre.
Montrons que la famille (v;);e; est libre.
Soit J un sous-ensemble fini de I et (\;);e; € K/ une famille de scalaires
indexée par J tel que : ZjeJ Aj e v; = 0p. Il faut montrer que pour tout
jeJ, \j=0.
On pose, pour j € J, N} := Aj si j # dg, et X := X+ \; si j = io.
On adonc: . ;A\ eu; =0.
Or la famille (u;);c; est libre, donc par la définition [I, on sait que, pour
tout j € J, \; = 0.
Puis pour 5 € J,

T Sij#im
N; = Ay, puis \j = 0;
— sl j = 1,

N =A-Ajet A #0, donc \j = 0;
donc dans les deux cas, \; = 0.
Puis par la définition [II la famille (v;);cs est libre.

— (<«=) On suppose que la famille (v;);c; est libre. On montre que la famille
(u;)ier est libre en appliquant le point précédent en remplagant la famille
(u;)ier par la famille (v;);er et réciproquement, et en remplagant A par son
inverse (puisque A # 0).

]

'_[ Proposition 5 ]

Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);er € B! une
famille d’éléments de F indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments
de I. Soit (v;);c € E' la famille d’éléments de F définie par :

Vig i= Uig + Uy
v = pour i € I\ {ip}

Alors, la famille (u;);e; est libre si et seulement si la famille (v;);c; est libre.

Démonstration. Soit I un ensemble. Si (u;)ie; € ET une famille d’éléments de E
indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments de I. Soit (v;)ic € E' la



famille d’éléments de E définie par :

v; 1= u; + 0}, - uj, pour i€ I

1. si ig = Jo, (w;)iesr est libre si et seulement si (v;);e; est libre d’aprés la
propriété [ (avec A = 2).

2. on suppose que ig # jo :

(a)

(=) On suppose que la famille (u;);e; est une famille libre.
Soit J C I un sous-ensemble fini de I.
Soit (A\i)ics € K’ une famille de scalaires indexée par J, telle que
Zie] )\1 oV, = OE
On a donc ), ; ;@ (u; + 6., - ujy) = Op.
Puis, )‘io * Ujy + zieJ )‘z ® U, = OE
Puis, 3./ (X 4 0% - Aip) - ug = Op.
Comme (u;)ie; est libre dans (E, 4, ), pour tout i € J, X\;+ 05 - Ay, = 0.
Donc pour i € J \ {jo}, i = 0.
De plus, on a : \j, + A, = 0.
Comme jy # i, on a \;, = 0, donc \;, = 0. Puis, (v;);er est une famille
libre de (£, +, o).
(<) On suppose que la famille (v;);cr est une famille libre.
Soit J C I un sous-ensemble fini de 1.
Soit (A\i)ics € K’ une famille de scalaires indexée par J, telle que
Dics Ni®ui = 0p.
On a donc ), ; \; ® (v; — 0}, - ujy) = Op.
Or vj, = uj, car iy # jo.
Donc Y., Ai @ (v; — 07 - v5,) = Op. Puis, 3. (A — 0% - Aig) - vi = 0.
Comme (v;);c; est libre dans (E, +, ), pour tout i € J, A\; — 07 - A;, = 0.
Donc pour i € J \ {jo}, i = 0.
De plus, On a : A\j; — A, =0, donc \j, = 0. Puis (u;);er est une famille
libre de (E, +, ).

[

,-[ Proposition 6 ]

Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);e; € ET une
famille d’éléments de F indexée par I. Soit A € K. Soient 7o € [ et jg € [
deux éléments de I tels que iy # jo. Soit (v;)ie; € E7 la famille d’éléments
de E définie par :

Vig 1= Uiy + A ® Uj,
v = pour i € I\ {ip}




Alors, la famille (u;);er est libre si et seulement si la famille (v;);c; est libre.

Démonstration. On définit la famille (w;);c; € E7 la famille d’éléments de E définie
par :

Wi, = A ® Ujy
w; = Uy pour i € I\ {jo}
Puis, la famille (w));c; € E' la famille d’éléments de E définie par :
Wi = Wi, + Wy,
wh = w; pour i € I\ {ip}
Et, la famille (w});c; € E' la famille d’éléments de E définie par :
= Lo,
wy = w, pour ¢ € I\ {Jjo}

puis la famille (u;);es est libre dans (E, +, o),

si et seulement si, par la propriété [ la famille (w;);c; est libre dans (E, +, e)
si et seulement si, par la propriété [ la famille (w});c; est libre dans (E, +, e),
si et seulement si, par la propriété [, la famille (w”;);c; est libre dans (E, +, e).

Y

Or, pouri €l on a:

1.
wi = wj, (car ig # jo)
w;g = Wi, + Wi
Wi = ui, + Aewuy,  (car ig # jo)
w;; = v,
2. w// g l . wl.
wg-’ozi-uj0 (car jo # i)
B T
wz-lo =5 (Aeuj)
w! = u;
wz-’o = UJ-O (car jo # i)
Jo Jo Jo 0

3. et pour i € I\ {ip,jo} :

wi = wj (car i # jo)
w! =w; (cari # i)
wi =u; (car i # jo)
w! =wv; (cari # i)



Ainsi (u;);er est libre dans (E, +, e) si et seulement si (v;);er est libre dans
(E,+,e).
[

'_[ Proposition 7 ]

Soient m et n deux entiers positifs.. Soit (u;)1<i<m € (K")™ une famille de m
vecteurs du K-espace vectoriel (K™, +, ). Si (u;)1<i<m est échelonnée, et que
tous ses membres sont non nuls, alors elle est libre. Une famille échelonnée,
c’est une famille ot pour chaque vecteur, I'indice de la derniére composante
non nulle est différent. Si on écrit les vecteurs d’une famille échelonnée les uns
au-dessus des autres dans un certain ordre, on obtient une sorte d’escalier :

(1, 0, 0, 0)
(1, 1, 0, 0)
(1, 1, 1, 0)

9

est échelonnée (et donc libre).

I’est aussi. En revanche,

(-1, 5, 0)
(1, 12, 3)
(1/3, 8, 7)

n’est pas échelonnée : ses deuxiéme et troisiéme vecteurs ont leur derniére
composante non nulle au méme indice, & savoir 3. Il faudra donc plus de
travail pour déterminer si elle est libre ou non.

L’agorithme [Il permet de déterminer automatique si une famille de K™ est libre.
Toutefois, je vous déconseille de 'apprendre par cceur : par essence, ce que fait cet
algorithme, c’est appliquer des opérations du pivot de Gauss sur la famille pour
obtenir une famille échelonnée. C’est la méthode qu’on a vue en cours.

Démonstration. A I'étape [I, on peut montrer par récurrence que pour tout les
vecteurs uy, pour 1 < k < p, il existe une coordonnée jj tel que uy j, = 0 pour
k" entre 1 et m et k' # k. De plus, les transformations effectuées sur la famille
de vecteur ne modifient pas le fait d’étre lié ou libre (d’aprés la propriété @ pour
I'étape 4, la propriété [l pour I'étape 5). Ainsi, si a 'étape[ll, p = m, alors la famille
satisfait la propriété[7 elle est donc libre. Par contre, si un vecteur est nul, d’aprés



Algorithme 1 : Elimination de GAUSS-JORDAN
Data : Soient m et n deux entiers positifs dans N. Soit (u;)1<i<, € (K™*)™
une famille de m vecteurs de K.
Result : L’algorithme suivant permet de décider si (u;)1<i<m est libre, ou
lice.
On note u; ; la j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur de la famille

(ui)1§i§m~
Prendre p < 0.

1. si p = m alors la famille est libre.

2. si p < m et si pour tout ¢ entre 1 et n, u,11, =0, alors la famille est liée.

3. sinon, prendre ¢ le plus petit entier tel que up41,4 7# 0.

4. Multiplier le vecteur u,y; par l'inverse de upi1 4.

5. Soustraire & chaque vecteur u, pour p’ # p le vecteur u,; multiplié par
Uy -

6. Prendre p < p+ 1.

7. Retourner a I'étape [I

la propriété [I] la famille est liée. Dans les autres cas, on peut continuer a itérer
I’algorithme. O]

Exemple 4

On peut utiliser lalgorithme [ pour montrer que la famille
((1,1,0),(—1,1,0)) est libre.

Démonstration. La famille ( 1i 1io ) est libre,

si et seulement si la famille ( 1,0 ) est libre (en utilisant la transformation
Ly < Lo+ Ly), S

si et seulement si la famille (1) i 8 ) est libre (en utilisant la transformation
Ly + Ly/2),

si et seulement si la famille ’(1)’ ) est libre (en utilisant la transformation

Ly« L1—L2).



Or cette derniére famille est libre, par la propriété[d, donc la famille ((1, 1,0), (=1, 1,0))
est libre. n

Exemple 5

On peut utiliser lalgorithme [ pour montrer que la famille
((1,0,1),(—1,0,1)) est libre.

Démonstration. La famille ( ((_1i0’ 1i) ) est libre,

si et seulement si la famille ( E(l)’ 8’ ;; ) est libre (en utilisant la transformation

L2 <— Lg + Ll),

si et seulement si la famille ( E(l)’ 8’ 3 ) est libre (en utilisant la transformation

Loy + LQ/Z),

si et seulement si la famille ( E(l)’ 8’ (1); ) est libre (en utilisant la transformation

Ly« L1—L2).

Or cette derniére famille est libre, par la propriété[d, donc la famille ((1,0,1), (—1,0,1))

est libre. n
Exemple 6

On peut utiliser Dalgorithme [ pour montrer que la famille
((1,1,0),(—1,—1,0)) est lice.

Démonstration. La famille < ) est libre,

si et seulement si la famille ( E(l)’ (1)’ 8; ) est libre (en utilisant la transformation

L2 <— L2 + Ll)

Or cette derniére famille est liée, par la propriété[I], donc la famille ((1,1,0), (=1, —1,0))
est liée. O]

10



2 Familles génératrices

Définition 3
Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Une famille (u;);e;

d’éléments de E est dite génératrice de (E, +, ) si et seulement si pour tout
élément u € F, il existe un sous-ensemble fini JJ C [ et une famille de scalaire

(Aj)jes, tels que :

jeJ

Proposition 8 ]

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel, soit I un ensemble, et soit (u;);e; € E*
une famille d’éléments de E indexée par I. La famille (u;);c; est une famille
génératrice de (E, +, o) si et seulement si Vect ({u; |i € I}) = E.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et soit
(ui)ier € BT une famille d’éléments de E indexée par 1.

1. (=) On suppose que (u;);c; est une famille génératrice de (E,+, o).
On sait que : Vect ({u; |i € I}) C E.
Montrons que : £ C Vect ({u; | i € I}).
Soit u € E.
(u;)ier est une famille génératrice de E.
Donc, il existe J C I un sous ensemble fini de I et une famille (););es
de scalaires indexée par J, tel que : u = ZjeJ Aj®u;.
Puis, u € Vect ({u; | i € I}).
D’ou E C Vect ({u; |7 € 1}).
Puis E = Vect ({u; | i € I}).

2. (<) On suppose que Vect ({u; | i € [}) = E.
Montrons que : (u;);e; est une famille génératrice de F.
Soit u € E.
On a:u e Vect ({u; | i € I}).
Puis, il existe J C I un sous ensemble fini de I et une famille (););c; de
scalaires indexée par J, tel que : u = ZjeJ Aj®uj.
Donc (u;)ier est une famille génératrice de E.

11



Exemple 7

Pour tout élément non nul, A € K\ {0}, la famille (A) est une famille
génératrice de K-espace vectoriel (K, +, ).

Démonstration. Soit A € K tel que A 7é 0.

Soit € K. On a, comme \ # 0, = & - \.
Donc (\) est une famille génératrice de (K, +, ). O
Exemple 8

Si (F,+,e) est un K-espace vectoriel, alors la famille (u),cg de tous les
vecteurs de E est une famille génératrice.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Pouru e E, u=1eu.
Donc (u),eg est une famille génératrice de E. O

Exemple 9

La famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice de (R3, +
)

Démonstration. Soit (z,y, 2) c R3.
Ona:ZHZ22 1 (1,1,0) + 520 (—=1,1,0) + 2 (1,1,1) = (ZHL22 — o2y o THU22 4 U2 4 5 2).
Puis, “yTZZ - (1,1,0) + yQ—x (=1,1,0) 4+ 2z - (1,1,1) = (z,y, 2). .

Dong, la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice de (R?, +

;7). O

Exemple 10

La famille ((1, 1,0),(—1,1,0),(2,3,0)) n’est pas une famille génératrice de
(R3,+, ).

Démonstration. Montrons que (0,0,1) ¢ Vect ({(1, 1,0) (—1,1,0),(2,3,0)}).

Par I'absurde, soit A, p, v € R tel que A - (1,1,0) + p - (—1,1,0) + v - (2,3,0) =
0,0, 1).

Pour la troisiéme coordonnée, on aurait :A -0+ p-04+v-0=1.

Puis 1 = 0, ce qui est absurde.

Donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(2,3,0)) n’est pas une famille génératrice de
(R3, 4, 7). O

12



Exemple 11

La famille des suites (6%)reny n'est pas une famille génératrice de 1’espace des
suites & valeur dans R.

Démonstration. Montrons que la suite (n),eny & Vect (((5"“‘) keN). Par I’absurde, soit
I un sous ensemble fini de N et (\;);es € K’ une famille finie de scalaire indexée
par I, tel que : (n)pen = D ;cp Ai - 0%

I serait une partie finie de N.

Donc il existerait un entier ng > 0 tel que pour tout i € I, v < ny.

Au rang ng, on aurait ng = Zie] A - (5;0.

Or pour i € I, i < ngy donc i # ny, puis 9, = 0.

D’ow, ng = 0 (ce qui est absurde).

Donc la famille (6%),eny n’est pas une famille génératrice des suites a valeur dans
R. O

'_[ Proposition 9 ]
Si, en mettant les vecteurs d’'une famille les uns au-dessus des autres, il
apparait une colonne nulle, alors la famille n’est pas génératrice.

Plus formellement (mais moins clairement) : Soit n € N un entier naturel.
Soit I un ensemble et (u;);cr une famille d’éléments de K™ telle qu’il existe
un indice ig € I tel que pour tout indice i € I, la coordonnée iq de wu; soit
égale a 0. Alors la famille (u;);c; n’est pas génératrice.

Démonstration. Soit n € N un entier naturel. Soit [ un ensemble et (u;);c; une
famille d’éléments de K" telle qu’il existe un indice ig € I tel que pour tout indice
1 € I, la coordonnée iy de u; soit égale a 0.

Soit 8% € K", le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales a 0, sauf la i-iéme
coordonnée qui vaut 1. Soit J C I un sous-ensemble fini de I et (\;);e; € K/ une
famille de scalaires indexée par J. On suppose par ’absurde que §% = Zj ey N ® Uy
Sur la i-iéme coordonnée, on aurait : 1 = 0, ce qui est absurde.

Donc la famille (u;);e; n’est pas une famille génératrice. [

'_[ Proposition 10 ]

Soit m,n € N deux entiers naturels. Soit (u;)1<;j<m une famille de m éléments
de K. On suppose qu'il existe un indice iy tel que 1 < iy < min(m — 1, n),
et tel que pour tout ¢ entre 1 et g, la j-iéme coordonnée du vecteur u; vaut
1si7 =7 et 0 sinon, et tel que pour tout ¢ > 7y la ig + 1-iéme coordonnée
du vecteur u; vaut 0. Alors la famille (u;)1<;<,, n’est pas génératrice.
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Démonstration. Soit m,n € N deux entiers naturels. Soit (u;);<;<m une famille de
m éléments de K. Soit ¢y un indice tel que 1 < iy < min(m —1,n), et tel que pour
tout 7 entre 1 et iy, la j-iéme coordonnée du vecteur u; vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon,
et tel que pour tout ¢ > 17y la ig + 1-iéme coordonnée du vecteur u; vaut 0. On
note u; ; la valeur de la j-iéme coordonnée du vecteur u; Posons (v;)1<j<, € K" le
vecteur défini par :

vy = 1 si ] 7& iQ

v =1+ 25w, sl j =
On suppose par I'absurde qu’il existe (\;)1<j<m € K™ une famille de m scalaires tels
que > jcicm Ni - Ui = (Vj)1<j<n. Pour j < i, on aurait, sur la j-iéme coordonnée,
vj = Aj, puis \; = 1. Mais, sur la ig-iéme coordonnée, on aurait v;, = Y ;0 Mg Up.ig,
puis 14+ >0 Uk = D ey Ak - Uk, €6 1 =0 (ce qui est absurde).
Donc la famille (u;)1<;<, n'est pas génératrice. O

Exemple 12
D’aprés la propriété [I0] la famille :

o~ oo
o NN W

NN N
o O o=
o o= o
T

n’est pas une famille génératrice de (R*, +, ).

Exemple 13

Soit n € N un entier naturel. Soit (K", +, -). 'espace vectoriel des n-uplets de
scalaires, muni de ’addition et la multiplication coordonnée par coordonnée.
La famille (5’“)1§k§n de vecteurs telle que §; a toutes ses coordonnées égales
a 0, sauf la k-iéme coordonnée qui vaut 1 est génératrice.

Démonstration. Soit (x;)1<i<n € K".
Posons y = >, o, @k - 0"
Soit j un entier tel que 1 < j < n,

la j-iéme coordonnée de (x;)1<i<, vaut ;.

la j-iéme coordonnée de y vaut »_, <hen Tk * 5;“ , puis la j-iéme coordonnée de y
vaut x;.
Ainsi (@)ier = Y 1cpen Tk - 0% Donc (6%);<k<, est une famille génératrice de
K" O
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'_[ Proposition 11 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);e; € E'
une famille d’éléments de F indexée par I. Soit J un sous ensemble de I.
Alors, si la famille (u;)jes est génératrice de E, alors la famille (u;);es est
génératrice de F.

Démonstration. Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble. Si (u;)ier €
E" une famille d’éléments de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de . Alors,
si la famille (u;);es est génératrice de E.

Soit z € E, Soit K C J un ensemble fini d’indices, et (\p)rex € EX, une
famille de scalaires indexée par K telle que : o = >, A ®u. Ona: J C I,
donc K est un sous ensemble fini de I et x = ), A\ ® up. Ainsi (u;)ier est une
famille génératrice de (E, +, o). O

'_[ Proposition 12 ]

Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);c; € ET une
famille d’éléments de E indexée par I. Soit ¢ une bijection de I dans I. Soit
(vi)ic € E! la famille d’éléments de E définie par :

{’Ui o= ua(i)

Alors, la famille (u;);c; est génératrice si et seulement si la famille (v;);e; est
génératrice.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit [ un ensemble. Si (u;);e; €
E" une famille d’éléments de E indexée par I. Soit ¢ une bijection de I dans I.
Soit (v;)ier € ET la famille d’éléments de E définie par :

{Ui = ug(i).

1. (=) On suppose que la famille (u;);e; est une famille génératrice.
Soit z € E.
Soit J C I et ()))jes € K/ une famille de scalaires indexée par J telle que
T =35 Aj o Uy
On a donc : z = szJ )‘U(U_l(j)) ® Ugs(g=1(5))-
Puis : x = ZjGJ Ag(ofl(j)) [ Vo=1(5)-
Enfin : 2z = Zj,e{kel o (h)ed} Ao (k) ® Uk.
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Or {k € I | o(k) € J} est un sous-ensemble fini de I, puis (v;);cr est une
famille génératrice de (E,+, o).
2. (<) On suppose que la famille (v;);e; est une famille génératrice. Alors la
famille (u;);er est également, en appliquant le point précédent en rempla-
cant (u;)ier par (v;)ier, et réciproquement et o par o~ .

]

'_[ Proposition 13 ]

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);e; € ET une
famille d’éléments de E indexée par I. Soit A € K tel que XA £ 0 et ig € I un
¢élément de 1. Soit (v;);e € BT la famille d’éléments de E définie par :

Vg 1= \ ® Uy,
v = U pour i € I\ {ip}

Alors, la famille (u;);c; est génératrice si et seulement si la famille (v;);er est
génératrice.

Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble. Si (u;);er €
ET une famille d’éléments de E indexée par I. Soit A € K tel que X\ # 0 et 45 € 1
un élément de I. Soit (v;);e € E' la famille d’éléments de £ définie par :

Vg = \ @ Uy,
v =y pour i € I\ {ip}

1. (=) On suppose que la famille (u;);es est une famille génératrice de (F, +, o).
Soit x € E,
Comme (u;);e; est une famille génératrice, il existe un sous-ensemble J C [
fini de I et une famille de scalaires (11;);e; € K’ indexée par J de sorte

que:z =3, ;0.

Or,pouriel,ona:uy=—"——@e
» P ’ (-1 x50
Dounz=S._,—H ey,
ZJGJ H+(A-1)x80 — *

Puis (v;) est une famille génératrice.

(U

2. («=) On suppose que la famille (v;);e; est une famille génératrice de (E, +, o).
On a pour ¢ € I, comme A # 0 :

{uiziovi Sl’l:’lo

u; = v; sinon ;

16



Or % # 0, par le point précédent, la famille (u;) est une famille génératrice
de (E,+,e).

]

'_[ Proposition 14 ]

Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);c; € ET une
famille d’éléments de F indexée par I. Soient ig € I et jy € I deux éléments
de I. Soit (v;)ie € E' la famille d’éléments de E définie par :

Alors, la famille (u;);e; est génératrice si et seulement si la famille (v;);e; est
génératrice.

Uiy 1= Uiy + Ug,
v 1= Uy pour i € I\ {ip}

Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble. Si (u;);er €
ET une famille d’éléments de £ indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments
de I. Soit (v;);c € E' la famille d’éléments de E définie par :

Uiy 1= Ujy + Uy,
v =y pour i € I\ {ip}.

1. siig = jo, alors v;, = 2 @ u;,, puis d’aprés la propriété [[3] (u;);e; est une
famille génératrice si et seuelement si (v;);c; est une famille génératrice.

2. siig # jo :

(a)

(=) On suppose que la famille (u;);e; est une famille génératrice de
(E,+,e).

Soit © € E un vecteur de E.

Soit J C I un sous ensemble fini de I et (u;)jc; € K7 une famille de
scalaires indexée par J et telle que x = Zj ey My ®uj.

On a, pouri € I, v; = u; +5§° ®Uj.

Puis comme iy # jo, vj, = U4, et, pour i € I, v; = u; + 5;0 ® V.

Ainsi, pour i € I, u; = v; — 6° ® uj,. '

Do, z =3 ;1@ (vi— 6 euyy). Bty x =3 (1 — 07° X piy) ® ;.
Donc la famille (v;);c; est une famille génératrice de (E, +, o).

(«<=) On suppose que la famille (v;);c; est une famille génératrice de
(E,+,).

Soit © € E un vecteur de E.

Soit J C I un sous ensemble fini de I et (i)jc; € K/ une famille de

17



scalaires indexée par J et telle que x = e i ®Vj.
Onadonc, z =) . ; pje(u; +07° eu;,). Puis, x = > iea (g 67 pig) o ;.
Puis (u;)ier est une famille génératrice de (E, +, o).

]

'_[ Proposition 15 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);er € E! une
famille d’éléments de E indexée par I. Soit A € K. Soient 7o € I et jo € [
deux éléments de I tels que ig # jo. Soit (v;)e € E7 la famille d’éléments de
E définie par :

Vig = Uiy + Ae Ujo
v; = Uy pour i € I\ {ip}

Alors, la famille (u;);es est génératrice si et seulement si la famille (v;);es est
génératrice.

Démonstration. On définit la famille (w;);c; € E7 la famille d’éléments de E défine
par :

Wi, = A ® Ujy
w; = Uy pour i € I\ {jo}
Puis, la famille (w});e; € E' la famille d’éléments de E définie par :

/

’LU;O = Wy + Wi,
wh = w; pour i € I\ {ip}

Et, la famille (w});c; € E' la famille d’éléments de E définie par :

no._ 1 /
{wj =3 owjo

W' w§ pour ¢ € I \ {]0}

(2

puis la famille (u;);cr est génératrice de (E, +, o),

si et seulement si, par la propriété[I3] la famille (w;);cr est génératrice de (E, +, o),
si et seulement si, par la propriété[I4] la famille (w});c; est génératrice de (E, +, o),
si et seulement si, par la propriété[I3] la famille (w”;);c; est génératrice de (E, +, o).

Or, pouri el on a:
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wi = wj, (car ip # Jo)
wj = Wi, + wj,
wj = Ui, + A euy, (car ig # jo)
wj = vy,

2. Ly

P YU y

wh = 3wl (car jo # o)
wi =5 - (A euy,)
wg‘lo = Ujo
wé’o = vj, (car jo # o)

3. et pour i € I\ {ip,Jo} :

wj = w; (car i 7 jo)
w! =w; (car i # i)
wi =u; (car i # jo)
w! =wv; (car i #ip)

Ainsi (u;);er est génératrice de(E, +, e) si et seulement si (v;);er est géné-
ratrice de (£, +, o).

]

L’algorithme 2] permet de déterminer si une famille est génératrice. De méme
que le précédent, je vous déconseille de ’apprendre par cceur.

Démonstration. A I’étape [Il on peut montrer par récurrence que pour toutk et
tout [telsque 1 <k <p 1 <I1<p uy =0sik#Il etu,;=1sik=10 De
plus, les transformations effectuées sur la famille de vecteur ne modifient pas le
fait d’étre une famille génératrice, ou non (d’aprés la propriété [[3] pour I’étape 4,
d’apreés la propriété [I4] pour I'étape 5, d’aprés la propriété [[2 pour I’étape 6). Ainsi,
si a l'étape (I, p = n, la famille est celle de 'exemple [[3] elle est donc génératrice.
Par contre, si le test de I'étape (2) échoue, la famille ne peut pas étre génératrice
soit par la propriété [@] soit par la propriété 10 [l

Exemple 14

On peut utiliser 1algorithme pour montrer que la famille
((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice.
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Algorithme 2 : Comment trouver si une famille est génératrice ?

Soient m et n deux entiers positifs dans N. Soit (u;)1<i<n, € (K™)™ une
famille de m vecteurs de K". On note u; ; la j-iéme coordonnée du ¢-iéme
vecteur de la famille (u;)1<i<m. L’algorithme suivant permet de décider si
(u;)1<i<m est génératrice, ou non.

Prendre p < 0.

1. si p = n alors la famille est génératrice.

2. si p < n et sipour tout £ tel que p <k <m, on a: ug, = 0 alors la
famille n’est pas génératrice.

3. sinon, prendre k le plus petit entier strictement supérieur a p tel que

4. Multiplier le vecteur uy, par I'inverse de wuy pi1.

5. Soustraire a chaque vecteur uy pour k' # k le vecteur u, multiplié par
uk,erl-

6. Permuter le vecteur w1 et .

7. Prendre p < p+ 1.

8. Retourner a I'étape [I

(1,1,0)

Démonstration. La famille [ (—1,1,0) | est une famille génératrice
(1,1,1)
(17 17 0)

si et seulement si la famille | (0,2,0) | est une famille génératrice (en utilisant
(0,0,1)

les transformations Ly < Lo + Ly et Ly < L3z — L)
(1,1,0)

si et seulement si la famille | (0,1,0) | est une famille génératrice (en utilisant
(O’ 07 1)

la transformation Lo <— Lo/2)

o o=
o= O
_ O O

—~
~—

si et seulement si la famille | ( ) | est une famille génératrice (en utilisant

—~
~—

la transformation Ly <— L; — Lg)
Or cette derniére famille est génératrice car elle satisfait la propriété [Ql
Donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice. O
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Exemple 15

On peut utiliser 1algorithme pour montrer que la famille
((1,1,1),(—1,1,-1),(2,0,2)) n’est pas génératrice.

(7;1)

1,1
Démonstration. La famille —1,1,—1) | est une famille génératrice
2,0

( ,0,2)
(1,1,1)
O, 2, 0)
les transformations Lo < Lo + Ll et Ly« Ly —2-Ly)

1, 1, 1
si et seulement si la famille est une famille génératrice (en utilisant

si et seulement si la famille est une famille génératrice (en utilisant

7

la transformation Ly <— Lo/2) 2

Y

(1,0,1)
si et seulement si la famille (O, 1, O) est une famille génératrice (en utilisant
0,0,0

(0,0,0)

la transformation Ly <— L; — L)

Or cette derniére famille n’est pas génératrice car pour tout (z,y, z) € Vect ((1,0, 1), (0, 1,0), (0,0,0))
on ax = z. Puis (0,0,1) ¢ Vect ((1,0, 1), (0,1,0), (0,0,0)).

Donc la famille ((1,1,1),(—=1,1,—1),(2,0,2)) n’est pas une famille génératrice. [

3 Bases et dimensions

Définition 4
Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle base de E toute famille
d’¢léments de E qui est a la fois libre et génératrice de F.

_| Théoréme 1 | .
Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;);c; € E' une
famille d’éléments de E indexée par I, tel que (u;);er soit une base de E.
Alors pour tout vecteur u € FE, il existe un unique sous-ensemble J C [ et
une unique famille (\;);ec; de scalaires non nuls tel que :

u:Z)\jouj.

jed

Ainsi tout vecteur admet une décomposition unique dans une base.
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Démonstration. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble et (u;);er €
ET une famille d’éléments de F indexée par I, tel que (u;);cr soit une base de E.
Soit u € E.

— La famille (u;);cs est génératrice. Il existe donc un sous-ensemble fini J C [
et une famille (\;);e; € K’ de scalaires dans K tel que u = Y., \j o u;.
— Soient J’ un sous-ensemble de I, et (N)))jer € K”" une famille de scalaires
non nuls telle que : u =, Ajyouyr. On définit, pour j" € J\J', \; = 0 et
pour j € JA\J, \j =0.Onadonc:u =73, Ajeujetu =73, . \ou;.
Puis > o0 Aj o uj = D e up Ay @uy. Dottt 3255 (A; — A)) e uy. Or
J U J' est un ensemble fini, et la famille (u;);c; est libre. Donc pour tout
j€JUJ, Aj— A, = 0. Puis pour tout j € JUJ', \; = A,. On en déduit
que J =J', et pour tout j € J, \; = Aj.
[

Exemple 16

Tout élément non nul de K est une base du K-espace vectoriel (K, +, ).

Démonstration. Soit A € K\ {0}. D’apres 'exemple[I] (A) est une famille libre du
K-espace vectoriel (K, +, ). D’aprés 'exemple[7, (M) est une famille génératrice du

K-espace vectoriel (K, +, ®). Ainsi, (\) est une base du K-espace vectoriel (K, +, e).
]

Exemple 17

Soit n € N un entier naturel. Soit (J;)1<i<n, € (K")™ la famille de n vecteurs
de K" telle que la j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur soit égale & 0 si i # j
et a 1 sinon. Alors (6;)1<i<n € (K")" est une base de (K", +,) (on dit que
c’est la base canonique de K").

Démonstration. Soit n € N un entier naturel. Soit (J;)1<i<, € (K")" la famille de
n vecteurs de K" telle que la j-iéme coordonnée du ¢-iéme vecteur soit égale a 0 si
i # j et a1 sinon. D’aprés Pexemple 3], la famille ()<<, est libre dans (K®, +, ).
De plus, d’aprés I'exemple [[3] la famille (6;)1<;<, est génératrice de (K", +, ). Par
la définition @ c’est donc une base de (K", +, ). ]

Exemple 18

Soit m un entier et (F,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et
(b;)ier une base de E. La famille (e; j);er1<j<n définie par e; ; est un vecteur
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de n composantes dont la k-iéme composante est égale b; si j = k ou Og
sinon, est une base de (E", 4+, o).

Démonstration. Soit n un entier et (E,+, o) un K-espace vectoriel. Soit I un en-
semble et (b;);c; une base de E. La famille (e;;)icr1<j<n définie par e;; est un
vecteur de n composantes dont la k-iéme composante est égale b; si j = k ou Og
sinon.

1. famille libre :
Soit K un sous-ensemble fini de I x {k € K |1 <k < n} et soit (Ap)ger €
KX une famille de scalaires indexée par K tel que : Z(i’ DeK Aij - €ij=0pgn.
Soit k£ un entier entre 1 et n, on a, sur la k-iéme composante, Z(i,j)eK i
5}“-@ = Og ; puis Ziel’ (i h)eK Aik-b; =0g;orl'ensemble {i € I | (i,k) € K}
est un sous-ensemble fini de I et la famille (b;);c; € E! est libre (car c’est
une base), donc pour ¢/ € {i € I | (i,k) € K}, \iy =0.
Ainsi, pour (i,j) € K,ona: \;; =0.
Puis la famille (e; j)icr,1<j<n est une famille libre de (E™, +,0).

2. famille génératrice :
Soit (xj)lgjgn e B
Soit £ € N tel que 1 < k < n.
On sait que (b;);c; est une famille génératrice.
Il existe donc un sous-ensemble fini K C I et une famille de scalaires
(Ain)ier, telle que xp =7, Aik - by
On considére le vecteur ' de E™ défini par : @' := 3, icp Aij - €35
L’ensemble {(i,7) | 1 <j <n,i € K;} est un sous-ensemble fini de I x J.
De plus, pour tout entier £ € N tel que 1 < k£ < n, la k-iéeme coordonnée
x) de 2’ vaut Z1§jgn,ieKj Nij - 5,3% -b;. On a donc : x), = ZieKk Ai g - b;. Puis
Ty = Tj.
Ainsi (2})1<j<n = (Tj)1<)<n-
Donc (e; j)ier1<j<n €st une famille génératrice.

Puis (e )icr1<j<n est une base de (E™, +, o). O

Exemple 19

Soit A un ensemble fini et (F, 4, @) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble
et (b;)ier une base de E. La famille (f;;)icrjea définie par f;;(a) = b; si
a=j,et f;;(a) = Op sinon, est une base de (F(A, E), +, ).
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Démonstration. Soit A un ensemble fini et (E, +, ®) un K-espace vectoriel. Soit [
un ensemble et (b;);c; une base de E. La famille (f; j)icr jea définie par f; ;(a) = b;
sia=j, et f;;(a) = 0p sinon, est une base de (F(A, F), +, ).

1. famille libre :
Soit K un sous-ensemble fini de I x A et soit (A\x)rex € KX une famille de
scalaires indexée par K tel que : Z(m)eK Aij - fij = 0Fa,E).
Soit a € A, on a :
0= (0£(A, E))(a)
0= (Z(i,j)eK Aij - fig)(a)
0= Z(i,j)eK Aij - fiﬂ(“)
0= Z(i,j)eK Aij + 03 - bi
= Zie[,(i,a)GK Aia - bi.

Or la famille (b;);es est une famille libre (car ¢’est une base).
Donc pour i € I tel que (i,a) € K,ona: \;, =0.
Puis pour tout (7,5) € K, \;; = 0.
Puis la famille (f;;)icr jea est une famille libre de (F[A, E), +, o).
2. famille génératrice :
Soit g € F(A, E).
Soit a € A.
On sait que (b;);e; est une famille génératrice de (E,+,e). .
Il existe donc un sous-ensemble fini K, C I et une famille de scalaires
(Aia)ick, telle que g(a) =3 e, Aia - bi-
On consideére la fonction ¢’ € F(A, E) définie par : g' == > 4 ek, Aia * fia-
L’ensemble {(i,a) |a € A,i € K,} est un sous-ensemble fini de I x J.
De plus, pour tout élément a € A, ¢'(a) vaut Y, 4icx, Aiar * 0 - bar. On
a donc : ¢'(a) = > ek, Nia - bi- Puis ¢'(a) = g(a).
Ainsi ¢’ = g.
Donc (f;j)ierjea est une famille génératrice.

Puis (f;;)icrjea est une base de (F(A, E), +, o) O

Exemple 20

La famille des suites (0%)ren € (KM)N est une base du K-espace vectoriel des
suites qui stationnent en 0.

Démonstration. 1. famille libre : Soit I C N un ensemble fini d’entiers.
Soit (Ai)ier € K! une famille de scalaires indexée par I et telle que :
Yoicr i @ 6" = (0);en. Soit k € I, on optient au rang k, »_,.; A @ dj, = 0.
Puis A\, = 0.

i€l
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2. famille génératrice : Soit (u,) € K" une suite d’éléments de K qui stationne
en 0.
Soit ng € N tel que pour tout n > ng, u, = 0.
On. a donc, pour nnE N, u, = SR ug @ Ok
Puis (un)nen = Y peg ur @ 6%

Ainsi, (6%)ren est une base du K-espace vectoriel des suites a valeur dans K,
qui stationnent en 0, pour la somme et le produit externe point a point. [l

Proposition 16 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une famille d’éléments de E est une
base de E si et seulement si c¢’est une famille libre maximale.

Démonstration. Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit / un ensemble et (u;);e; €
E' une famille d’éléments de E indexée par I.
— (=) On suppose que (u;);c; est une base du K-espace vectoriel (E,+, o).
Par la définition [} (u;);c; est une famille libre.
Soit J un ensemble tel que I C J et (v;);es une famille libre de (E, +, o)
telle que pour tout ¢ € I, u; = v;.
Supposons par ['absurde que I # J.
Il existerait jo € J \ 1.
Or, par la définition [4], (u;);e; est une famille génératrice de (E, +, o).
Puis, il existerait un sous-ensemble fini J’ de I et une famille de scalaires
(Aj)jrer € B tels que v, = 3 i Ajr @ ur.
Puis, vj, = > 5 Ajr @ vyr. Ce qui est absurde car (vj)jes est libre et
Jo & J".
Donc J =1, et (u;);es est bien une famille libre maximale.
— («=) On suppose que (u;);er est une famille libre maximale de (F,+, o).
Par Iabsurde, soit u € E un vecteur tel que u ¢ Vect (u; | ¢ € I).
Soit I’ un ensemble tel que I” = I' W {ip} (o iy est un indice qui n’est pas
dans TI).
On pose u;, := u. Montrons que la famille (u; )y serait une famille libre.
Soit J un sous-ensemble fini de I’ et ()\;);c; € K’ une famille de sca-
laires, tel que : >, ; Aj o u; = Op.

1. Siig € J et A\, # 0. Alors u;, = ZjeJ\{iO} ;‘TJO e u;. Ce qui est absurde
car u;, ¢ Vect ({)u; | i € I}.

2. Sinon. On a ZjGJ\{iO} Aj e u; = Op. Puis, comme la famille (u;);e; est
libre, pour tout j € J, A; = 0. Donc la famille (u;)yecp est libre.

25



Donc la famille (uy)iep est libre, ce qui est absurde car la famille (u;);er

est maximale pour cette propriété.
O

Proposition 17 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une famille d’éléments de E est une
base de E si et seulement si c’est une famille génératrice minimale.

Démonstration. Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;);e; €
ET une famille de vecteurs de E indexée par I.

— (=) On suppose que la famille (u;);c; est une base de (F, +, ).
Par la définition [ la famille (u;);c; est une famille génératrice.
On suppose par I'absurde que cette famille n’est pas minimale.
Il existerait donc J C I tel que (u;);es soit une famille génratrice de E.
Soit i € I'\ J.
Comme la famille (u;)jc; est une famille génératrice, il existerait un en-
semble fini K C J et une famille de scalaires (A\;)rerr € K¥ indexée par K,
tel que w; = >, Ak ® Uy
En posant A; := (—1), on aurait : 7, r ) Aw @ up = Op.
Or lensemble K U{i} est fini, KU{i} C I, et, par la définition [ la famille
(u;)ier est libre. Donc pour £ € K U {i}, on aurait : A, = 0. Ce qui est
absurde, car, en particulier, \; = —1.

— (<) On suppose que la famille (u;);e; est une famille génératrice minimale.
Montrons que la famille (u;);c; est une famille libre.
Soit J un ensemble fini d’indices et ();) € K/ une famille de scalaires tels
que > i Ajeu; = 0g.
Par I'absurde, on suppose qu'’il existe un indice jy € I, tel que A;; # 0.

. A

On aurait done, wj, = >~ c 1\ 170} e Uy
On pourrait alors montrer que la famille (u;);c . j,) serait génératrice :
Soit u € E.
Comme (u;);es est génératrice, il existe un ensemble fini d’indices K et une
famille de scalaires (ju)rex € K7 indexée par K tel que u = Y kex Mk ® Uk
Pour k € K\ J, on pose \; := 0.
Pour j € J\ K, on pose 1, := 0.
On aurait donc u = > gy (o = M+ 1) @ .
Donc la famille (u;)iep o} serait une famille génératrice ce qui est absurde
car (u;);er est une famille génératrice minimale.
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'_[ Proposition 18 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);er € E! une
famille d’éléments de E indexée par I. Soit o une bijection de I dans I. Soit
(vi)ie € E' la famille d’¢léments de E définie par :

{Ui = Uog()

Alors, la famille (u;);e; est une base de E si et seulement si la famille (v;);es
est une base de F.

Démonstration. On procéde par équivalence :

la famille (u;);e; est une base de E

& la famille (u;);er est libre dans E et génératrice de E' (d’aprés la définition M)
< la famille (v;);er est libre dans E (d’aprés la propriété B) et génératrice de E
(d’apreés la propriété [[2))

< la famille (v;);er est une base de E (d’aprés la définition [). O

'_[ Proposition 19 ]

Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);c; € ET une
famille d’éléments de F indexée par I. Soit A € K tel que A # 0 et ip € [ un
élément de I. Soit (v;);e € E' la famille d’éléments de E définie par :

Uiy = A ® Uy,
v; = Uy pour i € I\ {ip}

Alors, la famille (u;);c; est une base de E si et seulement si la famille (v;);es
est une base de E.

Démonstration. On procéde par équivalence :

la famille (u;);cr est une base de E

< la famille (u;);er est libre dans E et génératrice de E' (d’aprés la définition )
< la famille (v;);es est libre dans E (d’aprés la propriété M) et génératrice de E
(d’apreés la propriété [[3))

< la famille (v;);c; est une base de F (d’apreés la définition []). O

27



'_[ Proposition 20 ]

Soit (F, +, e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);e; € ET une
famille d’éléments de F indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments
de I. Soit (v;);c € E' la famille d’éléments de E définie par :

Vi = Uiy + U

v = Uy pour i € I\ {io}

Alors, la famille (u;);c; est base de E si et seulement si la famille (v;);er est
une base de .

Démonstration. On procéde par équivalence : la famille (u;);c; est une base de E
< la famille (u;);es est libre dans E et génératrice de £ (d’aprés la définition M)
< la famille (v;);er est libre dans E (d’aprés la propriété [l) et génératrice de
(d’apres la propriété [14))

< la famille (v;);er est une base de E (d’aprés la définition [). O

'_[ Proposition 21 ]

Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;);e; € ET une
famille d’éléments de E indexée par I. Soit A € K. Soient 1o € I et 5o € [
deux éléments de I tels que ig # jo. Soit (v;);e € E' la famille d’éléments de
E' définie par :

Vig = Uiy + A @ Ujo
V; = U, pour 1€l \ {Zo}

Alors, la famille (u;);c; est une base si et seulement si la famille (v;);e; est
une base.

Démonstration. On procéde par équivalence : la famille (u;);c; est une base de E
< la famille (u;);es est libre dans E et génératrice de E' (d’aprés la définition M)
< la famille (v;);es est libre dans E (d’aprés la propriété [6l) et génératrice de E
(d’apreés la propriéteé [I5)

< la famille (v;);e; est une base de F (d’apreés la définition []). O

Théoréme 2 J

Soit (E,+, e) un K-espace vectoriel. Soit J un ensemble fini. Soit I un sous-
ensemble de J. Soit (u;);es une famille d’élément de E, tel que la famille
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(ui)ier soit une famille libre et la famille (u;);es soit une famille génératrice
de E. Alors il existe un ensemble K tel que I C K C J et la famille (uy)rex
est une base de F.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit J un ensemble fini. Soit
I un sous-ensemble de J. Soit (u;);es une famille d’élément de E, tel que la famille
(ui)ier soit une famille libre et la famille (u;);es soit une famille génératrice de E.

On suppose que la famille (u;);c; n’est pas une base de E. On considére l'en-
semble de tous les ensembles J' tels que I C J' C J, et (uj);cp soit une famille
génératrice. Cet ensemble posseéde un élément minimal K pour l'inclusion.

Ainsi, la famille (ug)rex est libre dans F.

Par ’absurde, supposons que ce ne soit pas le cas.

Il existerait donc une famille de scalaires (Ax)rex € KX non tous nuls telle que
2 ker Mk @ Uk = Op.

Puis il existerait nécessairement un indice ky € K \ I tel que Ay, # 0 (puisque
(u;)ier est libre).

Prenons kg € K \ I tel que Ay, # 0.

On aurait donc g, = 3 pc i\ (o) A/\Tko ® .

Soit u € E.

Comme (ug)rex est une famille génératrice, il existerait une famille de sca-

laires (i )rer telle que u =", - fir ® uy.
Py XAk

PuiS u = ZkEK\{ko} (,uk + /\ko ) ® Up.
Donc la famille (ug) je i\ (ko} est une famille génératrice de £. Ce qui est absurde
(par minimalité de K). O

’_[ Remarque 2 ]

Le théoréme [2] est aussi valable si la famille génératrice est infini, si 'on
suppose l'axiome du choix (Pour tout ensemble A, il existe une fonction
ha : p(A) — A, telle que pour toute partie X C A, on ait : h(X) € X).

,_[ Corollaire 1 } .

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie.
Alors, toute famille libre finie de (F, 4, e) s’étend en une base.

\. J

Démonstration. Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille géné-
ratrice finie. Alors, soit I un ensemble fini et (u;);c; une famille libre. Soit J un
ensemble fini tel que I NJ = & et (u;)je; une famille génératrice de E. On a
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(u;)ierus est une famille génératrice de F et I C I U J. De plus, U'ensemble I U J
est fini. Donc il existe un ensemble K tel que I C K C J et (uy)gex soit une base
de FE. O

Corollaire 2 }

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Toute famille génératrice finie de
(E,+,e) contient une base.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit J un ensemble fini et
(u;)jes une famille génératrice de E. On note I = @. On a (u;);es est une famille
libre et I C J. Donc il existe un ensemble K tel que I C K C J et (ug)rex SOit
une base de E. 0

Corollaire 3 }

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie.
Alors, toute famille libre finie de (E,+, ) s’étend en une base.

Démonstration. Soit I, J deux ensembles finis tels que I N J = &. Soit (u;) € E*
une famille libre de (E,+,e) et (u;) € E’ une famille génératrice de (E,+,e).
Par la propriété [, la famille (ug)rerus est une famille génératrice de (E, +,e).
De plus, I U J est un ensemble fini. Donc d’aprés le théoréeme 2, il existe K tel que
I C K CIUJ et tel que (ug)rex soit une base de E. Puis (u;);er s'étend en une
base du K-espace vectoriel (E, +, o). O

Proposition 22 ]

Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel qui posséde une famille génératrice de
n vecteurs, alors toute famille qui posséde au moins n + 1 éléments de E est
liée.

Démonstration. On procéde par I’absurde. On prends le plus petit entier n € N
tel qu’il existe un K-espace vectoriel, avec une famille génératrice de n éléments et
une famille libre d’au moins n+1 éléments. Soit (E, +, ®) un tel K-espace vectoriel.
Soient I un ensemble, (u;);e; une famille libre d’éléments de E et (v;)1<;j<, une
famille génératrice de F.

1. sin =0, alors E = {0g}, puis toutes les familles libres de E sont vides.

2. sin =1, si I posséde au moins deux indices 41, 4. Comme (v;);—1 est une
famille génératrice. Il existe Aj, Ay € K tels que u;; = aovy et u;,, = o vs.
Puis ac @ u;, — f e u;; =0g. Donc a = 8 = 0. Ce qui est absurde.
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3. On suppose la propriété vraie pour ng, on suppose maintenant que n =
no + 1. Prenons un sous ensemble de I avec n + 1 éléments, que I'on note
]Cl, e 7kn+1'

Comme (v;)1<j<n est une famille génératrice, on peut choisir une famille
(Nij)i<i<nt+11<j<n de scalaires de K telle que pour tout ¢ entre 1 et n + 1,

on ait :
w = Y A e

1<j<n
(a) Si tous les scalaires )\; ; étaient nuls. Alors on aurait u; = Og ce qui est
absurde, par la propriété 22] et car la famille (u;);cr est libre.

(b) Soit, donc, ig entre 1 et m et jy entre 1 et n tel que A, j, # 0.
La famille (ug,)1<i<n+1 est libre.
Donc la famille (w;)1<ij<pt1 OU :

Wi, = u;%
w; = )\i07j0 ® Uk, — >\i,io ® Ui, Sl ) 7é ?:0

Puis, la famille libre (w;)1<i<nt1,zi, est dans l'espace engendré par

(v )1<i<n 50
Ce qui est absurde car on a formé un K-espace vectoriel avec une famille
génératrice de n — 1 vecteurs et une famille libre d’au moins n vecteurs.

]

Théoréme 3 J

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie.
Alors toutes les bases de (E, +, ) ont le méme cardinal.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille géné-
ratrice finie. Soient B et B’ deux bases (£, +, o).

Comme B est une base, par la définition 4] elle est donc libre. Comme F admet
une famille génératrice finie, on en déduit par la propriété 22 que la famille B est
finie. Avec le méme raisonnement, nous déduisons que la famille B’ est finie.

De plus, par la définition [ B est une famille libre dans (E,+,e) et B’ est
une famille génératrice de (E,+,e). Ainsi, comme (E,+,e) admet une famille
génératrice finie, par la propriété 22, |B| < |B'|. Puis en remplacant B par B’ et
reciproquement, on obtient : |B| = |B|. O
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Définition 5
Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice fi-

nie. On dit que (E,+, ) est de dimension finie et on appelle dimension de
(E,+,e) le cardinal des bases de E.

Proposition 23 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini égale & n. Alors toute
famille libre de n élément est une base.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini égale a n.
Soit I un ensemble de n éléments et (u;);c; une famille libre de (£, +, o).

Donc par le corollaire B (u;);cr s’étend en une base de (F,+,e). Or d’aprés le
théoréeme [ le cardinal de cette base est égale a n, il s’agit donc de (u;);es. Ainsi
(u;)ies est une base. O

Proposition 24 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini égale a n. Alors toute
famille génératrice de n élément est une base.

Démonstration. Soit n € N un entier naturel et soit (E£, 4, ®) un K-espace vectoriel
de dimension fini égale a n.

Soit [ un ensemble de n éléments et (u;);e; une famille génératrice de (F, +, o).
Par le corollaire 2 (u;);c; contient une base de (F,+,e). Or d’aprés le théoréme
Bl le cardinale de cette base est égale a n. Il s’agit donc de la famille (u;);c;. Ainsi
(u;)ies est une base. O

Proposition 25 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit F un sous-espace vectoriels de
(E,+,e). Si E et F sont de dimensions finies et égales. Alors F = F.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit F' un sous-espace vecto-
riel de (F,+,e). On suppose que E et F' sont de dimensions finies et égales.

Soit (u;)1<i<dim 7 une base de F.

Par la définition [ la famille (u;)1<;<dim £ st une famille libre dans (F, 4|z, ).
La famille (u;)1<i<qim £ st une famille libre de (E,+, o).

C’est donc une famille libre avec n éléments, donc, par la propriété 23] c’est une
base de E.
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Ainsi (u;)ier est une famille génératrice de E et de F.

Puis F' = Vect ({u; | i € I}) et F' = Vect ({u; | i € I}).

Puis £ = F. ]
Exemple 21

Le sous-espace de (R3, +, ) engendré par I'ensemble {(1,1,0),(2,2,0)} est
dimension fini égal a 1.

Exemple 22

Le sous-espace de (R®, 4, ®) engendré par I'ensemble {(1,1,0),(2,1,0)} est
dimension fini égal a 2.

Algorithme 3 : Comment trouver si une famille est une base ?

Soient n un entier positif dans N. Soit (u;)1<i<, € (K™)" une famille de n
vecteurs de K". On note u; ; la j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur de la
famille (u;)1<i<n. L’algorithme suivant permet de décider si (u;)1<i<p €st
libre, ou liée.

Prendre p < 0.

1. si p = n alors la famille est une base.

2. si p < n et si pour tout & tel que p < k <mn, on ait uy 1 = 0 alors la
famille n’est pas une base.

3. sinon, prendre k le plus petit entier strictement supérieur a p tel que
Uppy1 7 0.

4. Multiplier le vecteur wu; par I'inverse de wuy ;1.

5. Soustraire & chaque vecteur uy pour k' # k le vecteur u; multiplié par
Uk,p+1-

6. Permuter le vecteur u,y; et uy.

7. Prendre p < p+ 1.

8. Retourner a I’étape [11

Démonstration. Toutes les transformations préservent le fait d’étre une base. On
peut montrer, par récurrence, qu’a I’étape [Il ux; = 0 pour tout k, [ tels que k # [,
1 <k<p, 1< <n.Doncsip=n, on reconnait I'exemple [I7l Si le test de la
seconde étape échoue, la famille n’est pas génératrice, donc elle n’est pas une base.
Enfin, toutes les étapes de transformation préservent le fait d’étre une base. [l
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Exemple 23

On  utiliser  lalgorithme [ pour montrer que la  famille
((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une base.

(1,1,0)
Démonstration. La famille [ (—1,1,0) | est une base
1,1,1)

~—~

9

(1,1,0)
si et seulement si la famille | (0,2,0) | est une base (en utilisant les transfor-
(0,0,1)

)

»

mations Ly < Lo + Ly et Ly < L3 — L)

(1,1,0)

3
1,1,0

si et seulement si la famille | (0,1,0) | est une base (en utilisant la transforma-
0,0,1

(0,0,1)
tion L2<—L2/2)

1,0,0
si et seulement si la famille | (0,1,0) | est une base (en utilisant la transforma-
0,0,1

tion Ll — L1 — LQ)
Or cette derniére famille est une base (c¢’est 'exemple [I7]).
Donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une base. O

Exemple 24

On peut utiliser lalgorithme pour montrer que la famille
((1,1,1),(—1,1,-1),(2,0,2)) n’est pas une base.

(17 1,1)
Démonstration. La famille —1,1,-1) est une base
(2,0,2)
(1,1,1)
si et seulement si la famille (0,2,0) est une base (en utilisant les transfor-
(0, — ,0
mations Ly < Lo+ Ly et Ly < L3 —2- L)
(1,1,1)
si et seulement si la famille (0,1,0) est une base (en utilisant la transfor-
(0,-2,0)

mation Ly < Ly/2)
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(1,0,1)

1,0,1
si et seulement si la famille | (0,1,0) | est une base (en utilisant la transforma-
0,0,0

(0,0,0)

tion Ll — L1 — LQ)
Or cette derniére famille n’est pas une base car elle n’est pas libre (par la propriété

).
Donc la famille ((1,1,1),(—1,1,—1),(2,0,2)) n’est pas une famille génératrice,
puis ce n’est pas une base. [l

35



	Familles libres
	Familles génératrices
	Bases et dimensions

