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On appelle algébre le fait de manipuler des éléments mathématiques sans
connaitre exactement leur valeur, mais en connaissant seulement certaines de leur
propriétés. Par exemple, on pourrait prendre un réel, I'appeler x, et supposer qu’il
vérifie :

20 —3=0
et se demander ce qu’on peut en déduire d’autre sur . En l'occurrence, on sait
dés le collége qu'un tel = existe, qu’il est unique, et on sait facilement trouver sa
valeur. On peut également s’intéresser aux réels z qui vérifient :

2—2-1=0

Déterminer précisement quels sont ces réels demande déja un petit peu plus de
travail. On peut remarquer contrairement & x, z ne peut pas s’exprimer comme
une fraction d’entiers.

L’algebre linéaire s’intéresse aux objets mathématiques liés entre eux par des
transformations linéaires. La premiére équation ci-dessus est une relation linéaire,
pas la seconde. Une transformation (ou fonction, ou application) linéaire est une
fonction qui se comporte de fagon particuliére vis-a-vis de I’addition et de la mul-
tiplication :

flx+y) = f(z)+ f(y)
fA-z) =X f(z)

Et ce, pour des définitions trés générales de « addition » et « multiplication », et
pour des objets qui ne sont pas forcément de simples réels.

A quoi sert I’algébre linéaire ? De méme que I'algébre en général, elle a énormé-
ment d’applications en calcul. Enormément de choses en physique ou en biologie
peuvent étre décrites par des équations linéaires, et 1'algébre linéaire met a dis-
position des résultats puissants pour étudier leur évolution et faire des calculs.
Quelques applications possibles :



— l’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre arbitraire ;
— la reconnaissance d’images ;
— l’étude des équations différentielles linéaires. . .

Dans la suite, K est un corps dont les lois sont notées + et -. Cependant, on
s’intéressera aux cas oll K est soit I’ensemble Q, soit R, soit C.

1 Définitions

,_[ Définition 1 }
Soit A un ensemble. Une loi interne sur A est une fonction de A x A dans

A.

,_{ Notation 1 ]

Si ® est une loi interne sur 'ensemble A, alors, pour tous éléments x, y de
I'ensemble A, I'élément ®(x,y) est habituellement noté z ® y.

,_[ Définition 2 }
Une loi interne ® sur un ensemble A est dite associative si et seulement si,
pour tous éléments z, y, z de 'ensemble A;ona: z® (yRz) = (2R y) 2.

_ Définition 3 |
Une lol interne ® sur un ensemble A est dite commutative si et seulement
si, pour tous éléments z, y de 'ensemble A,ona:z®y=y® x.

,_[ Définition 4 }

Soit A un ensemble muni d’une loi interne ®.

Un élément € € A est un élément neutre pour la loi ® si et seulement si pour
tout élément r € A,onar®e=rete@r =1x.

_ Définition 5 |
Soit ® une loi interne sur un ensemble A qui admet un élément neutre ¢ et
soit x,y deux éléments de A. On dit que :

1. y est un inverse a gauche de z si et seulement si y ® x = €.
2. y est un inverse a droite de x si et seulement si x ® y = €.

3. y est un inverse de x si et seulement si y est un inverse a droite de x,
et un inverse a gauche de =x.




Un élément = € A est dit inversible si et seulement si il admet un inverse.

,_[ Exercice 1 ]

Trouver des exemples de lois de composition interne sur :

Cette loi a-t-elle un élément neutre? Est-ce que tous les éléments de l'en-
semble sont inversibles ?

'_[ Proposition 1 ]

Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément
neutre €. Soit x un élément de A. Si I’élément x est inversible, alors il existe
un unique élément y € Atel que r @ y=cet y@z = ¢.

,_[ Exercice 2 ]
Montrer cette proposition.

'_[ Proposition 2 ]

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un
élément neutre. Soient x et y € A deux élément inversibles. Alors = ® y est
inversible, de plus :

TRy =y 'es"

2 Groupes

,_[ Définition 6 }

Un groupe est une paire (G, x) telle que G soit un ensemble, et x soit une
loi interne associative sur G qui admet un élément neutre, et telle que tout
élément de x soit inversible.

_ Définition 7 |
Un groupe (G, +) est dit abélien (ou commutatif), si la loi 4+ est commuta-
tive.




3 Deéfinition d’un espace vectoriel

Définition 8

Un K-espace vectoriel est un triplet (F, +, o) tel que :
1. (E,+) soit un groupe abélien, dont on note ’élément neutre O ;
2. e soit une loi externe de K x E dans F';
3. pour tout A\, u € K, u,v € F on ait :

(a) A+p)ou=(Aou)+ (nou);

(b) Ae(u+v)=(Aeu)+ (Aewv);

(c) Ao(uou)=(A-p)eou;

(d) 1eu=u.

’_[ Proposition 3 ]

Soit (£, +, e) un K-espace vectoriel et soit u un élément de £. Ona: Qeu =
0p.

’_[ Proposition 4 ]

Soit (E, +, @) un K-espace vectoriel, d’élément neutre O et soit A un élément
de K. Ona: Ae0p =0p.

’_[ Proposition 5 ]

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel et soit u un élément de £. Ona: (—1)e
U= —u.

’_[ Proposition 6 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel, soit u un élément de E, et soit A un
élément de K. Si Aeu = Op, alors u = 0 ou A = 0.

4 Sous-espaces

Définition 9
Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E
tout sous-ensemble non vide F' C E, tel que :

1. pour tout u,v € F, (u+v)eF,



2. pour tout u € F, A € K, (Aew) € F.

,_[ Exercice 3 ]
Montrer que la droite d’équation y = 7 est un sous-espace vectoriel de

(R% x,-).

'_[ Proposition 7 ]
Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel et soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors F' contient I’élément neutre Oz de la loi + définie sur £.

,-[ Proposition 8 |
Soit F' un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (F,+,e). On note
+r la loi interne qui associe a une paire (u,v) d’éléments dans F, I’élément
u+ v, et .|p la loi externe qui associe a un scalaire A\ € K et a un élément
u € F, I'élément Aew. Alors (F,+|p, . |r) est un K-espace vectoriel d’élément

neutre Og.




