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On appelle algébre le fait de manipuler des éléments mathématiques sans
connaitre exactement leur valeur, mais en connaissant seulement certaines de leur
propriétés. Par exemple, on pourrait prendre un réel, I’appeler z, et supposer qu’il
vérifie :

20 —3 =0
et se demander ce qu’on peut en déduire d’autre sur . En 'occurrence, on sait
dés le collége qu'un tel = existe, qu’il est unique, et on sait facilement trouver sa
valeur. On peut également s’intéresser aux réels z qui vérifient :

2_2-1=0

Déterminer précisement quels sont ces réels demande déja un petit peu plus de
travail. On peut remarquer contrairement & x, z ne peut pas s’exprimer comme
une fraction d’entiers.

L’algebre linéaire s’intéresse aux objets mathématiques liés entre eux par des
transformations linéaires. La premiére équation ci-dessus est une relation linéaire,
pas la seconde. Une transformation (ou fonction, ou application) linéaire est une
fonction qui se comporte de fagon particuliére vis-a-vis de ’addition et de la mul-
tiplication :

flz+y) = flz)+ fy)
f-z) = A f(x)

Et ce, pour des définitions trés générales de « addition » et « multiplication », et
pour des objets qui ne sont pas forcément de simples réels.

A quoi sert I’algébre linéaire ? De méme que lalgébre en général, elle a énormé-
ment d’applications en calcul. Enormément de choses en physique ou en biologie
peuvent étre décrites par des équations linéaires, et 1'algébre linéaire met & dis-
position des résultats puissants pour étudier leur évolution et faire des calculs.
Quelques applications possibles :



— I’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre arbitraire ;
— la reconnaissance d’images ;
— l’étude des équations différentielles linéaires. . .

Dans la suite, K est un corps dont les lois sont notées + et -. Cependant, on

s’intéressera aux cas ol K est soit I’ensemble Q, soit R, soit C.

1 Définitions

| Définition 1 |

Soit A un ensemble. Une loi interne sur A est une fonction de A x A dans
A.

\.

,_[ Notation 1 J

Si ® est une loi interne sur ’ensemble A, alors, pour tous éléments x, y de
I'ensemble A, I'élément ®(x,y) est habituellement noté = ® y.

.

,_[ Définition 2 }
Une loi interne ® sur un ensemble A est dite associative si et seulement si,
pour tous éléments z, y, z de 'ensemble A,;ona: z® (y®z) = (zQy) ® 2.

| Définition 3 |

Une loi interne ® sur un ensemble A est dite commutative si et seulement
si, pour tous éléments z, y de 'ensemble A, ona:z®y=y® z.

\.

| Définition 4 |

Soit A un ensemble muni d’une loi interne .

Un élément € € A est un élément neutre pour la loi ® si et seulement si pour
tout élément r € A,onar®e=ret ez = .

_ Définition 5 |

Soit ® une loi interne sur un ensemble A qui admet un élément neutre ¢ et
soit x,y deux éléments de A. On dit que :

1. y est un inverse a gauche de x si et seulement si y ® r = €.
2. y est un inverse a droite de x si et seulement si * ® y = €.

3. y est un inverse de x si et seulement si y est un inverse a droite de x,
et un inverse a gauche de .




Un élément z € A est dit inversible si et seulement si il admet un inverse.

,_[ Exercice 1 ]
Trouver des exemples de lois de composition interne sur :

Cette loi a-t-elle un élément neutre? Est-ce que tous les éléments de l'en-
semble sont inversibles ?

'_[ Proposition 1 ]

Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément
neutre €. Soit x un élément de A. Si I’élément z est inversible, alors il existe
un unique élément y € Atel que z @y =cet y@z = ¢.

,_[ Exercice 2 ]
Montrer cette proposition.

'_[ Proposition 2 ]

Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un
élément neutre. Soient x et y € A deux élément inversibles. Alors z ® y est
inversible, de plus :

(z@y) " =y 3"

Démonstration. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui
admet un élément neutre €.
Soient = et y € A deux élément inversibles.

On a:

)®(x®Yy) (par associativité)
( )R (z®y) (par associativité)
('R Eey) =y'e(E®y) (car 7! est I'inverse de z)
( )@ (x®y) (car € est un élément neutre)
( )@ (z @) (car y~! est I'inverse de y)

Et, quitte a remplacer y par x71 et x par y~1 dans le calcul précédent, et en

appliquant (z71) ™! =z et (y7!)"! =y, on a également : (zRy)® (y '@r!) ==
Donc (y~! @ z7!) est bien l'inverse de z ® y. O
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2 Groupes

| Définition 6 |
Un groupe est une paire (G, x) telle que G soit un ensemble, et x soit une

loi interne associative sur G qui admet un élément neutre, et telle que tout
élément de x soit inversible.

| Définition 7 |
Un groupe (G, +) est dit abélien (ou commutatif), si la loi 4+ est commuta-
tive.

3 Définition d’un espace vectoriel

| Définition 8 |
Un K-espace vectoriel est un triplet (F, +, o) tel que :

1. (E,+) soit un groupe abélien, dont on note ’élément neutre O ;
2. e soit une loi externe de K x E dans F;

3. pour tout A\, u € K, u,v € E on ait :

(a) A+p)ou=(Aou)+ (neou);

(

b) Ae(utv)=(Aeu)+ (Aew);
(c) Ao(uou)=(A-p)eou;
(d) 1eu=u.

On notera en général I’élément neutre simplement 0. Le contexte permettant
de différencier O et Ok.

Exemple 1

(K, +,-) est un K-espace vectoriel.

Démonstration.

1. (K, +) est un groupe abélien;
2. - est une loi de K x K dans K
3. pour tout A\, yu,u,u € K, on a :

(@) A+p)-u= )+ (pn-u);



(b) Ao (u+v) =N\ -u)+ (A -v);
() A (p-u)=(A-p)- u;
(d) 1-u=u.

Exemple 2

Soit n un entier et (E,+,e) un K-espace vectoriel. Le triplet (E",+,e)
ou + applique la loi + composante par composante et e applique la loi e
composante par composante, est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (E™,+) est un groupe abélien :
Solent (u;)1<i<n, (Vi)i<i<n, €t (w;)1<i<n trois familles a valeur dans E in-
dexées par I'ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pour 1 <7 <mn,ona:u +v; €FE (car + est une loi interne sur F),
ainsi (u;)1<i<n + (Vi)1<i<n est une famille a valeur dans E indexée par
I’ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
Pour 1 <i:<n,ona:
(((Ui)lgign + (Ui)lgign) + (wi)lgign)i = ((Ui)lgign + (Ui)léiﬁn_)i + w;
(par définition de +)
(((wi)1<i<n + (Vi)1<i<n) + (Wi1<i<n); = (i + ;) +w; |
(par définition de +)
(((wihi<i<n + (V)1<i<n) + (Wi1<i<n); = wi + (v +w;)
(car + est associative dans F)
= u; + ((vi)1<i<n + (wi)lgign)i
(par définition de +)

((wi1zizn + (Vi)1<izn) + (Wi1zizn); = ((wi)1zizn + ((Uz')lgign + (wi)i<i<n));
(par définition de +)

(((wi)1<icn + (Vi)1<i<n) + (Wi)1<izn

~—
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Puis, ((u)1<i<n + (vi)i<icn) + (Wi)i<icn = (Ui)1<icn + (Vi 1<i<n +
(w;)1<i<n) €t + est associative.



(c) Montrons que + est commutative.
Pour 1 <i<n,ona:

((ui)1<i<n + (Vi)i<i<n); = Wi +v;
(par définition de +)
((ui)i<icn + (Vi1<i<n); = vi+u;

(car + est commutative dans FE)

= ((vi)1<i<n + ! (u1)1<1<n)i

(par définition de +)
)

Puis, (wi)i<i<n + (0i)1<icn = (Vi)1<i<n + (Ui)1<i<n €t + est commuta-
tive.
(d) Montrons que (0g)i<;<n est un élément neutre :
— Ona: O € E, puis, (OE)lgign € E".
— Pour1<7<n,ona:

((ui)1<i<n + (Or)1<i<n); = ui+0p .
(par définition de +)
((ui)i<icn + Op)1<i<n); = wi '
(car O est neutre pour + dans E)

Puis, (u;)1<i<n + (0p)1<i<n = (Wi)1<i<n-
Donc (0g)1<i<n est un élément neutre pour la loi +.
(e) Montrons que (—u;)1<i<n est U'inverse de (u;)1<i<y
— Pour 1 <i<n,ona:—u; € E (car (E,+) est un groupe et u € E),
puis (—u;)1<i<n € E™.
— Pour 1 <i<n,ona:

((wi)1<icn + (—wi)1<i<n); =i + (—u;)
(par définition de +)

((ui)igizn + (—wi)iizn); = (0E)1<izn;
(car —u; est 'inverse de wu;)

PUiSa (Ui)lgz‘gn + (—Uz‘)lgz‘gn = (OE)lgz‘gn- .
Donc (—u;)1<i<n est U'inverse de (u;)1<;<, pour la loi +
Donc (E™, +) est un groupe abélien.
. Montrons que e est bien une loi externe.
Pour 1 <i<n,ona:\eu; € F (car @ est une loi de K x E dans E),
ainsi A ® (u;)1<i<, est une famille a valeur dans E indexée par l'ensemble
des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis e est bien une loi externe.



3. (a) Montrons que (A + p1) ® (4;)1<i<n = (A @ (ti)1<i<n) + (1 ® (Wi)1<i<n) :
Pour 1 <i<n,ona:
(At p) o (uiicicn); = A+ p)ou
(par définition de o)
(A+p) @ (wiicicn); = (Aow) + (now)
car (E,+, o) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)
(A4 p) o (uir<i<n); = (A @ (ui)i<icn); + (1 ® (ui)1<i<n);
(par définition de o)
(At p) o (ui)rcicn); = (A @ (Wi)r<icn) + (1 @ (vi)1<i<n));
(par définition de +)

Donc (A + 1) ® (ui)1<i<n = (A & (Ui)1<i<n) + (1 ® (Ui)1<i<n)-

(b) Montrons que A o ((u;)i<i<n + (Vi)i<icn) = (A ® (U)1<i<n) + (A @
(vi)i<i<n)
Pour 1 <i<n,ona:

(A @ ((ui)i<icn + (Vi)1<i<n)); = Ao (Wi)1<i<n + (Vi)1<i<n);
(par définition de o)
(A @ ((ui)icicn + (Vii<icn)); = Ao (u; +v;) _
(par définition de +)
(Ao (ui)i<i<n + (vi)i<i<n)); = (Aow) + (Aovy)
car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)
(X o ((ui)1<icn + (Vi)1<i<n)); = (A @ (Wi)1<icn); + (X ® (V3)1<i<n);
(par définition de e)
(Ao ((ui)r<icn + (Vi)1<icn)); = (A @ (Ui)1<i<n) + (A @ (vi)1<i<n));
(par définition de +)

Done A e ((u;)1<i<n + (Vi)1<i<n) = (A @ (Ui)1<i<n) + (A @ (vi)1<i<n)-
(c) Montrons que A ® (1 ® (u;)1<i<n) = (A - 1) ® (w;)1<i<n :
Pour 1 <i:<n,ona:

(Ao (ne((uiicicn))); = Ao (e ((ui)i<i<n));
(par définition de o)

(Ao (e ((ui)icicn))); = Ao (nou)
(par définition de o)

(Ao (e ((u)i<icn)); =\ p)ouy
car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

(Ao (o ((ui)icicn))); = ((A-p) o (wi)i<i<n);
(par définition de o)
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Donc A @ (1 @ (u;)1<i<n) = (A~ 1) ® (Ui)1<i<n.

(d) Montrons que 1 @ (u;)1<i<n = (U;)1<i<n :
Pour 1 <i<n,ona:

(le (Uz‘)lgign)i =leu;
(par définition de )
(1e (ui)léiﬁn)z‘ = ((ui>1§i§n)i

car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

Puis,. le (ui)lgign = (Ui)lgign'
Ainsi (E™, 4, @) est un K-espace vectoriel. ]

Exemple 3

Soit A un ensemble et (E, +, @) un K-espace vectoriel. Alors (F(A, E), +, )
oit F(A, E) est 'ensemble des fonctions de A dans E, + applique la loi +
point & point, et e applique la loi e point & point est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (E4,+) est un groupe abélien :
Soient f, g, et h trois fonctions de A dans FE.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pour a € A, on a: f(a) + g(a) € E (car + est une loi interne sur F),
ainsi f 4+ g est une fonction de A dans F.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
Pour a € A, on a :

((f +9) + 1)) =(f+g)a)+ha)
par définition de +)

(
((f +9) + 1)) =(f(a)+g(a)) + h(a)
(

par définition de +)
((f +9) +h)(a) = f(a)+ (9(a) + h(a))

(car + est associative dans F)

((f +9) +M)(a) =fla)+(g+h)(a)
(par définition de +)

((f +9)+h)(a) =(f+(g+h)(a)
(par définition de +)
Puis, (f +g) + h= f + (g + h) et + est associative.
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(c) Montrons que + est commutative.
Pour a € A, on a :

(f +9)(a) = f(a)+g(a)

(par définition de +)

(f +9)(a) =g(a)+ f(a)

car + est commutative dans E)

(c
(f +9)(a) =(g+ f)la)
(par définition de +)

Puis, f + g = g + f et + est commutative.

(d) Montrons que [a € A — 0 € E] est un ¢élément neutre :
— Ona:0g € E, puis, [a € A 0p € E] € B4
— Poura € A, on a:

(f+la€ A—0geE])(a) =fla)+[acA— 0g€ E](a)

(par définition de +)
(f+lae A= 0p€ El)a) = f(a)+0p
(f+laeAr 0p€E)a) = fla)

(car O est neutre pour + dans F)

Puis, f + [a € A+ 0p € E] = f.
Donc [a € A+ O € E] est un élément neutre pour la loi +.
(e) Montrons que (— f) est l'inverse de f :
— Pourac€ A,ona:ona(— f)(a)=—f(a) et —f(a) € E (car (E,+)
est un groupe et f(a) € E), puis — f € E4.
— Poura € A, on a:

(f + (= H)la) = fla) + (= fa)) (par définition de +)

(f + (= /))a) = f(a) + (= f(a)) (par définition de —)

(f + (= ))la) =0g (car —f(a) est inverse de f(a))
(f + (= f))(a) =[a € A 0p € E(a)

Puis, f 4+ (= f) =[a € A~ 0p € E].
Donc (— f) est I'inverse de f pour la loi +.

Donc (E4, +) est un groupe abélien.

2. Montrons que e est bien une loi externe.
Poura € A;ona: \e f(a) =€ E (car e est une loi de K x F dans F), ainsi
A o f est une fonction de A dans E.
Puis e est bien une loi externe.



3. (a) Montrons que (A + ) o f=(\e f)+ (nef):
Pour a € A, on a :

(A+p)e flla) =A+np)e fla)
(par définition de o)

(A+p)eflla) =(Xefla)+ (uefla))
car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a) )

(A+p) e flla) =(Ae f)la)+ (e f)la)
(par définition de o)

(A+p) o fla) =((Aef)+ (1eg)(a)
(par définition de +)

Donc (A+p) e f=(Nef)+ (nef).
(b) Montrons que Ao (f +g)=(Ae f)+ (\eg):
Pour a € A, on a :

(Ao (f+9)a) =Xe(f+g)(a)
(par définition de o)
(6 (F+a)a) =Ae(f@)+gla)
(par définition de +)
(Ao (f+9))a) =(\ef(a))+(Neg(a)

car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)

(Ao (f+9)a) = (e f)(a)+(Xeg)a)
(par définition de o)

(Ao (f+9)a) =((Aef)+(Aeg))a)
(par définition de +)

Donc Ao (f+g)=(Nef)+ (Neg).
(¢) Montrons que Ao (e f)=(\-pu)e f:
Pour a € A, on a :

(Ao (ue(f))a) =Xe(ue(f)la)
(par définition de e)

(Ao (ue(f)a) =Ae(uefla))

(par définition de o)
(Ao (ue(f))a) =(A-p)ef(a)
car (F,+,e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

(Ao (ue(f))a) =((A-p)e[f)la)

(par définition de e)
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Donc Ae (ne f)=(\-p)e f.
(d) Montrons que 1 e f = f :
Pour a € A, on a :
(1o f)(a) =1ef(a)
(par définition de o)

(1o f)la) =(f)(a)
car (E,+, ) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

Puis, 1 e f = f.
Ainsi (E4, +, e) est un K-espace vectoriel.

Exemple 4
L’ensemble des fonctions de R dans R muni de I'addition point & point et
de la multiplication point & point est un R-espace vectoriel.

Démonstration. D’aprés 'exemple 3, (R, +, ) est un R-espace vectoriel. Puis, par
I'exemple 3, (R®, +,°) est un R-espace vectoriel. ]

Exemple 5
Soit (E, 4, ) un K-espace vectoriel. Alors (EV, 4, e) ot + applique la loi +
composante par composante, et ® applique la loi e composante par compo-

sante est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (EY,+) est un groupe abélien :
Soient (U, )nen, (Vn)nen, et (Wy)nen trois suites d’entiers naturels.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pour n € N, on a : u, +v, € E (car + est une loi interne sur £), ainsi

(Un)nen + (Vn)nen est une suite d’entiers naturels.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
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Pour n € N, on a :

(((wn)nen + (Un)nen) + (wn)neN)n = ((tn)nen + (Un)neN)nﬂ‘ Wn,
(par définition de +)
(((un)nen + (Vn)nen) + (wn)nGN)n = (Up + vn) +wy .
(par définition de +)
(((un)neN + (Un)neN) + (wn)neN)n = Up + (Un + wn)
(car + est associative dans F)
(((Un)neN - (Un)neN) + (wn)neN)n = Up + ((Un)neN + (wn)@eN)n
(par définition de +)
(((un)neN + (Un)nGN) + (wn)nEN)n = ((un)nEN + ((vn)neN + (wn>n€N>>n
(par définition de +)

Pui.s’ ((tn)nen + (Vn)new) + (Wa)new = (Un)nen + ((Vn)new + (Wn)new)
et + est associative.

(c) Montrons que + est commutative.
Pour n e N, on a:

((un)nEN + (Un)n€N>n = Uy + Uy .
(par définition de +)
((un>n€N + (Un>n€N>n = Up + Uy
(car + est commutative dans E)

((un)neN - (Un)neN)n = ((Un)neN + (un)neN>n
(par définition de +)

Puis, (ty)nen + (Vn)nen = (Un)nen + (Un)nen et + est commutative.
(d) Montrons que (0g),en est un élément neutre :

— On a: 0 € FE, puis, (0E)n€N e EN.

— Pourne N ona:

((nhnes + (Op)uen), =t + 0 |
(par définition de +)

((un)neN + (OE>n€N>n = Up .
(car Og est neutre pour + dans F)

PUi57 (un)nGN + (OE)nEN = (un)nEN- )
Donc (0g)nen est un élément neutre pour la loi +.

(e) Montrons que (—uy)nen est inverse de (uy)nen :
— Pour n € N, on a: —u, € F (car (E,+) est un groupe et u € E),
puis (—uy, )nen € EN.
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— Pour n e N, on a:

((un>n€N + (_un)neN)n = Up + (_un) ‘
(par définition de +)

((un>n€N + (_un)nEN)n - (OE)?’LENn
(car —u, est l'inverse de u,,)

Puis, (tn)nen + (—Un)nen = (0B)nen- _
Donc (—up)nen est U'inverse de (uy)nen pour la loi +.
Donc (EN, +) est un groupe abélien.
2. Montrons que e est bien une loi externe.
Pour n € Nyon a: Aewu, € F (car e est une loi de K x E dans F), ainsi
A @ (U )nen est une suite d’entiers naturels.
Puis e est bien une loi externe.
3. (a) Montrons que (A + ) ® (un)nen = (A ® (Un)nen) + (1 ® (Un)nen) :
Pour n € N, on a :

(A +p) @ (un)nen), = A+p)eou,
(par définition de o)
(A+ 1) @ (un)nen), = (Aouy)+ (1ouy)
car (E,+,e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)
((A+p) & (un)nen), = (A @ (Un)nen),, + (11 @ (Un)nen),,
(par définition de o)

(A+u)e (un)nEN)n = ((A ® (Un)nen) + (1 ‘. (Un)neN))n
(par définition de +)

Donc ()\ + M) ° (Un)neN = (>\ o (Un)neN) + (M . (un)nEN)'

(b) Montrons que A ® ((tn)nen + (Vn)nen) = (A ® (Un)nen) + (A ® (Vp)nen) :
Pour n € N, on a :

(A ® ((wn)nen + (Un)nen)),, =A@ ((Un)nen + (Vn)nen),,
(par définition de )
(A @ ((un)nen + (Vn)nen)),, =A@ (uy +vy) .
(par définition de +)
(A @ ((tn)nen + (Un)nen)),, = (A ouy) + (Aowy)
car (E,+,e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)

(A & (n)nen + (Va)ner)), = (A @ (tn)nen),, + (A @ (Vn)ner),,
(par définition de e)

(A ® ((un)nen + (Vn)nen)), = ((A ® (up)nen) + (A ‘. (Vn)nen)),,
(par définition de +)
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Donc \ e ((un)neN + (Un>neN> = ()\ o (un)neN) + O‘ J (vn)nEN)'

(c) Montrons que A ® (1t ® (Up)nen) = (A 1) ® (Up)nen :
Pour n € N, on a :

(Ao (1o ((un)nen))), =Ae(ue ((Un)nen)),
(par définition de o)

(Ao (ue ((un)nEN)))n = Ao (uouy,)
(par définition de o)
(Ao (e ((un)nen))), = (A-p)ouy
car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

(Ao (1o ((Un)nen))), = ((A-p) @ (un)nen),
(par définition de o)

Donc A e (11 @ (uy)nen) = (A 1) ® (Un)nen-
(d) Montrons que 1 @ (ty,)nen = (Un)nen :
Pour n € N, on a :

(1o (un)nen), =1leu,
(par définition de o)
(1@ (un)nen), = ((tn)nen),
car (E,+, o) est un espace vectoriel
( et par définition 3.(3d) )

PU.iS, 1 ° (un)nEN = (un)nEN-
Ainsi (EV, +, @) est un K-espace vectoriel.

Proposition 3 ]

Soit (£, +, e) un K-espace vectoriel et soit u un élément de £. Ona: Qeu =
Op.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit v un élément de F.

On a :
Oeu = (Oeu) + Op (car Og est neutre)
Oeu = (0eu) + ((Oeu) + (—(Oeu))) (car —(Oeu) est l'inverse de Oeu)
Oeu = ((Oeu) + (Oeu)) + (—(Oeu)) (par associativité)
Oeu, = ((0 + 0)ou) + (—(Oou)) (Par la définition 3.(3a))
Oeu = (0eu) + (—(Oou))

Oeu = Op (car —(Oeu) est 'inverse de Oeu)
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Proposition 4 |

J

Soit (E, +, @) un K-espace vectoriel, d’élément neutre Og et soit A un élément
de K.Ona: \e0Op =0g.

Démonstration. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.
Soit A un élément de K.

1. Si A =0, alors, par la propriété 3, Ae 0 = 0g;

2. Sinon.
Soit w un élément de E.
On a:

Ae0p + u = (Ae0g) + ( (par la définition 3.(3d))
AeOp +u = ()\OOE) +((A-3)eu) (
eu)) (par la définition 3.(3c))
(par la définition 3.(3b))
(car O est neutre)
(

par la définition 3.(3c))

A0 + u = Ae(0p + (Fou)
Ae0p +u = \e(5 o u)
Xe0p+u=(\-1)eou
o0 +u = ley

Aelp +u=1u (par la définition 3.(3d))

Donc \eOg est un élément neutre.
Puis )\OOE = OE

Dans les deux cas, on a : \eOg = 0.

Proposition 5 ]

Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel et soit u un élément de £. Ona: (—1)e
U= —u.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit w un élément de £. On a :

+((—1)eu)=(leu)+ ((—1)ewu) (par la définition 3.(3d))
+((=1)eu)=(1 ( 1) eu (par la définition 3.(3a))
+((=1eu)=0e

+((-1)eu) =0g (par la propriété 3)

Donc (—1)eu est 'inverse de u.
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Proposition 6 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel, soit v un élément de E, et soit A un
élément de K. Si Aeu = 0g, alors u = 0g ou A = 0.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de F, et soit A un élément de K. On suppose que A e u = 0.

1. Si A =0, alors u =0g ou A = 0.
2. Si A #0, alors :

u=1leu (par la définition 3.(3d))
u=(3-Aeu (car A #0)
u=1e(Aeu) (parla définition 3.(3c))
u=+ye0p (car Aeu = 0p)

u=0g (par la propriété 3).

Puis u =0 ou A = 0.

Ainsi, dans les deux cas, on a : u = 0g ou A = 0. O

4 Sous-espaces

Définition 9
Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E
tout sous-ensemble non vide F' C E| tel que :

1. pour tout u,v € F, (u+v)EF,
2. pour tout u € F, A € K, (Aew) € F.

,_[ Exercice 3 ]

Montrer que la droite d’équation y =
(R?, x, ).

. 7

'_[ Proposition 7 ]

Soit (E, +, e) un K-espace vectoriel et soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors I’ contient I’élément neutre Or de la loi + définie sur £.

5 est un sous-espace vectoriel de

Démonstration. Par la définition 4, F' est non vide.
Soit u un élément de F.
Par la définition 4.(2), comme —1 € K et u € F, on a : (—1) eu € F. Puis,
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par la définition, on a : 4.(1), u + (—1) e u € F. Mais, par la propriété 3, on a :
(—1) eu = —u. Puis, par la définition 4.(2), on a : u+ (—u) € F. Or comme E est
un groupe, u + (—u) = Og, donc O € F. H

'_[ Proposition 8 ]

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (F,+,e). On note
+ la loi interne qui associe a une paire (u,v) d’éléments dans F', I’élément
u+ v, et .|p la loi externe qui associe a un scalaire A € K et a un élément
u € F, I'élément Aewu. Alors (F,+|p,.|r) est un K-espace vectoriel d’élément
neutre Og.

Démonstration. 1. Montrons que (F,+r) est un groupe abélien :
Soient u, v, et w trois éléments de F.

(a) Montrons que +p est bien une loi interne.
On a : u+jpv = u+pv par définition de +p, or, u + v € F (par
définition 4.(1) et comme u € F' et v € F), ainsi u+p v est une élément
de F.
Puis +r est bien une loi interne.

(b) Montrons que +p est associative.
On a:

(u+pv)+Hrw) =@Ww+rpv)+w

(par définition de +5)
((utipv) Hpw) = (utv)+w

(par définition de +p)
(w+pv) +Hrw) =u+(v+w)

(car + est associative dans F)
(w+pv) +Hrw) =u+ (v+pw)

(par définition de +r)
((w+p v) Hpw) = (utF (0 +Fw))

(par définition de +p)

Puis, (u +pv) +1pw = u +p (v+p w) et +p est associative.

(c) Montrons que +p est commutative.
On a:

(u+Fpv) =u+v
(par définition de +5)

(u+pv) =v+u
(car + est commutative dans E)

(u+pv) = @+pu)
(par définition de +p)
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Puis, u +p v = v +F u et +p est commutative.
(d) Montrons que Og est un élément neutre :

— D’apres, la propriété 4, Op € E. puis, O € F.

— On a:

(U—HF OE) = U+OE
(par définition de +5)
(u+p0p) =u
(car Og est neutre pour +p dans F)

Puis, u +r Op = u.
Donc O est un élément neutre pour la loi + .
(e) Montrons que —u est l'inverse de w :
— Ona—u=(—1)eu, car u € E, F est un K-espace vectoriel, et par
la propriété 3. Puis comme —1 € K, et u € F, par la définition 4.(2),
on obtient : —u € F.
— On a:
(w-tip —u) = u+ (—u)
(par définition de +p)
(u +|F —U) = OE
(car —u est 'inverse de u)
Puis, v+ (—u) = Og.
Donc —u est I'inverse de u pour la loi +p.
Donc (F,+r) est un groupe abélien.
2. Montrons que e est bien une loi externe.
On a: A epu = \eu par définition de op, or, A @ u € F' (par définition
4.(2) et comme u € F et X\ € K), ainsi A ey u est une élément de F.
Puis e est bien une loi externe.
3. (a) Montrons que (A + ) ojp u = (A o|pu) +p (1o u) :
On a:
(At+p)opu) =(A+peu
(par définition de e|p)
(At p)opu) = (Aeu)+ (neu)
car (F,+,e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)

(At p)opu) = (Aepu)+ (1 ojpu)
(par définition de e|p)

(A+p)opu) = ((Aojpu)+r (norv))
(par définition de +p)

Donc (A + 1) ejp u = (X jp u) +p (1 o ).
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(b) Montrons que A oz (u +pv) = (A ojpu) +p (A opv):
On a:

(Aop (u+pv)) =Ae(u+pv)
(par définition de o|p)
(Aop (u+pv)) =Ae(u+v)
(par définition de +p)
(Aop (utpv)) = (Aeu)+ (Aev)
car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)
(/\ .\F (U, +|F U)) = ()\ .\F U) + ()\ .|F ’U)
(par définition de e|p)
(Aoip (utipv) = ((Aojpu) +r (Aopv))
(par définition de +p)

Donc >\.\F (u —HF U) = ()\ .|F u) +|F (/\ .\F U),

(c) Montrons que A op (jt o pu) = (A1) opu:
On a:

Aop (opp (u)) = Ao (e (u))
(par définition de e|p)

(Aor (nor (1) =Ae(ueu)
(par définition de eF)

(Aop (neor (u)) = (A p)eu
car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

(Ao (neop (u)) = ((A-p)eru)
(par définition de op)

Donc A ejp (pejpu) = (X 1) o u.

(d) Montrons que 1 o|pu = u :

On a:
(]_ .|F U) =leu
(par définition de o|p)

car (F,+, e) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

Puis, 1 ejp u = u.
Ainsi (F, +r, o|r) est un K-espace vectoriel.
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Proposition 9 ]

Si (E, +, e) est un K-espace vectoriel, alors {Og} et E sont deux sous-espaces
vectoriels de £.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
1. Montrons que {Og} est un sous-espace vectoriel de (E, +,e).
(a) On a: 0g € {Og} donc Og est non vide.
(b) On a 0g € E, donc {0} € E.
(¢) Pour u,v € {0g}, on au = 0g et v = 0p. Puis, u +v = 0g + 0g. Or
Og est un élément neutre pour la loi + définie sur F, donc u + v = Og.
Dot u+v € {0g}.
(d) Pour A € Ket u € F, on a u = Og. Puis \eu = \e0p. Puis par la
propriété 3, Neu = 0p. D'on, Aeu € {0g}.
Donc {0g} est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).
2. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de (E,+, ).
(a) On a: 0g € E, donc E est non vide.
(b) Ona E = FE puis E C E.
(¢) Pour u,v € E, on au+wv € E car + est une loi interne.
(d) Pouru e Eet \€ K, ona Aeu € E, car e est une loi externe.

Donc E est un sous-espace vectoriel de (E,+, e).

'_[ Proposition 10 ]

Soit (E,+, e) est un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble non vide et soit
(E;)ier une famille de sous-espaces vectoriel de (F, 4+, e) indexée par I.
Alors l'interection [),.; E; de tous les sous-espaces E; est un sous-espace de
(E,+,e).

el

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit I un ensemble non vide et soit (E;);c; une famille de sous-espaces vectoriel
de (E,+,e) indexée par I.

Montrons que (., E; est un sous-espace vectoriel de (I, +, o).
1. Soit @ € I,

On a Og € E; (par la propriété 4).

Donc 0g € ;¢ Ei-
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2. Soit j un élément de I'ensemble I (car I'ensemble I est non vide).

Ona E; C Eet (), £ € Ej; Donc (., £ CE.
3. Soit u,v € ;e Ei-
Soit ¢ € 1.
Ona:u € FE; et v € E;, dong, par la définition 4.(1), on a: u+v € E;.
Donc (u+v) € (¢ Ei.
4. Soit \e Ketue FNG.
Soit ¢ € I.
Ona:u€ E; et A € K, donc, par la définition 4.(2), on a : Aeu € E;.
Puis, (A eu € (,; E;.
Ainsi, N

i1 Li est un sous-espace vectoriel de (E, 4+, o). O

Proposition 11 ]

Il existe un espace vectoriel (F,+,e) et deux sous-espaces vectoriels de
(E, +, @) tels que leur union ne soit pas un sous-espace vectoriel de (F, +, o).

Démonstration. On se place dans (R?, +, ).
Montrons que les ensembles F' et G définis par F' := {(x,0) | x € R} et G :=

{(0,y) | y € R} sont des sous-espaces vectoriels de (R? 1), mais F'U G n’est pas
un sous-espace vectoriel de (R2, +, ).
1.(a) On a F C R%
(b) On a (0,0) € F, donc F est non vide.

(c) Soient u,v € F.
Soient z,y € R tels que u = (z,0) et v = (y,0).
Ona:u+v=(x+y,0+0).
Puis, u + v = (z +y,0).
Donc u + v € F.
(d) Soient A € Ret u € F.
Soit = € R tel que u = (z,0).
Ona:AXu=(A-z,A-0).
Puis A u = (A - u,0).
Donc A - u € F.
Donc F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).

2.(a) On a G C R%
(b) On a (0,0) € G, donc G est non vide.
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(c) Soient u,v € G.
Soient z,y € R tels que u = (0,z) et v = (0,y).
Ona:u+v=0+02+y).
Puis, u + v = (0,2 + y).
Donc u + v € G.
(d) Soient A € Ret u e G.
Soit = € R tel que u = (0, z).
Ona:AXu=(A-0,\-2).
Puis A - u = (0, A - u).
Donc A - u € G.
(e) Ona: (1,0) € Fet (0,1) € G. Donc (1,0) € FUG et (0,1) € FUG.
Ona: (1,0) 4+ (0,1) = (1,1), et (1,1) € F et (1,1) € G.
Donc (1,1) ¢ FUG. Donc F UG n’est pas un sous-espace vectoriel de
E.

Donc G est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).

[
Exemple 6
K et {Ox} sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K, +, e).
Démonstration. 1. Montrons que {0k } est un sous-espace vectoriel de (K, +, o) :

(a) On a: Ok € {0k}, donc {0k} est non vide.

(b) On a: 0k € K, donc {0k} C K.

(c) Soient u,v € {Ok}.
Ona:u=0getv=0k.
Puis, u + v = Og + Og. D’ou, u + v = Ok.
Puis, u + v € {0k}.

(d) Soient A € K et u € {0k }.
On a: u= 0.
Puis, A @ u = 0 @ Og. D’o11, en utilisant la propriété 3, A e u = Ok.
Puis, A e u € {0k}.

Donc, {0k} est un sous-espace vectoriel de (K, +, o).

2. Montrons que K est un sous-espace vectoriel de (K, +,e) :
(a) On a: Ok € K, donc K est non vide.
(b) On a : K=K, donc K C K.

(c) Soient u,v € K.
Par la définition 3.(1), u +v € K.
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(d) Soient A € K et u € {0k}.
Par la définition 3.(2), A e u € {0k }.

Donc, K est un sous-espace vectoriel de (K, +,e).

3. Soit F' un sous-espace vectoriel de (K, +, e).

Montrons que F' = {0k} ou F' = K : Distinguons deux cas :

— i il existe z € F tel x # O,
Alors pour A€ K,ona A=1-\
Puis A= (z- 1) -\
Puis, comme - est associative et commutative, A = (X - %) T
Donc, par la définition 4.(2), A € F.
Puis K C F.
Or F C K.
Donc F' = K.

— Par la propriété 4, Og € F',on a : F' = {0x}.

Ainsi {0k} et K sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K, +,-).

Exemple 7

L’ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel
du R-espace vectoriel (F(R),+, ).

Démonstration. Montrons que 'ensemble des fonctions continues est un sous-
espace vectoriel de I'ensemble des fonctions de R dans R.

1. Une fonction continue de R dans R est bien une fonction de R dans R, donc
C(R,R) C F(R,R).

2. La fonction constante égale a zéro est une fonction continue de R dans R

donc C(R,R) # @.

3. La somme, point & point, de deux fonctions continues de R dans R est une
fonction continue de R dans R.

4. Le produit externe, point & point, d'une fonction continue de R dans R par
un scalaire dans R est bien une fonction continue de R dans R.

Donc C(R, R) est bien un sous-espace vectoriel de (F(R), +, e) O

Exemple 8

L’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel de
(RN, +, o).
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Démonstration. Montrons que 1’ensemble des suites réelles qui convergent est un
sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel.

1.
2.
3.

Une suite de RY qui converge est bien une suite de RY.
La suite constance égale a zéro converge.

La somme point a point de deux suites qui convergent, converge (vers la
somme des deux limites).

. Le produit externe d’une suite qui converge par un scalaire par un scalaire,

converge (vers le produit entre le scalaire et la limite de la suite).

Donc l'ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel (R(N), +, ). O

Exemple 9

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors I'ensemble des suites a valeur
dans E qui stationnent est un sous-espace vectoriel de (EY, 4, o).

Démonstration. Montrons que ’ensemble des suites réelles qui stationnent est un
sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel.

1.
2.
3.

Une suite de RY qui stationne est bien une suite de RY.

La suite constance égale a zéro stationne.

Soit (tn)nen €t (vn)nen deux suites a valeur dans E, qui stationnent. Soit
n, et n, deux entiers naturels tels que pour tout n > n,, v, = u,, et pour
tout n > n,, v, = v,,. On a pour n > Max n,, Ny, Uy + Uy = Uy, + Uy,
Donc la suite (u, + v, )nen Stationne.

. Soit (un)nen, une suite a valeur dans F, qui stationne. Soit A € K un

scalaire. Soit n, un entier naturel tel que pour tout n > n,, v, = u,,. On
a pour n > n,, Aeu,, = Aeu,. Donc la suite (\ @ u,),en stationne.

Donc I'ensemble des suites réelles qui stationnent est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel (R(N), +, ). O

Exemple 10

L’ensemble des couples de fonctions (z,y) de R dans R, telles que z et y
soient dérivables et vérifient :

pour tout ¢ € R, { ;3 w(t) = 3-y(t)
= =3-w(t) —2-y(t),

est un R espace vectoriel pour ’addition point & point composante par com-
posante, et le produit externe point a point et composante par composante.
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Montrons que l’ensemble des solutions dérivables du systéme :

50— 9 a(t) ~ 3y (1
WO~ 3 a(t) ~ 2 (1),

pour tout t € R, {

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R dans
R, muni de I'addition point & point et composante par composante, et du produit
externe point & point et composante par composante.

1. Une solution de ce systéme est bien une paire de fonction dérivable.
2. La paire de fonction constante égale a 0 est solution.

3. Soit (x1,41) et (z2,y2) deux solutions. x; et xy sont deux fonctions déri-
vables. Donc x; 4+ 5 est une fonction dérivable. De méme, y; + v» est une
fonction dérivable.

De plus, on a :

S(xita2)(t) _ Sxi(t) | Sxa2(t)
: §t2 - (;t + §t

Aorkea ) — 9.y (1) = 3 (1) + 2 wa(t) — 3 ga(t)
Mote )l = 9 (wy(t) + 2a2(t)) — 3 (ya(t) + 10(t))
Aertea)® — 9 (i 4 w0)(8) — 3+ (g + 92) (1)

et :

S(yity2)(t) _ Sy (1) + dy2(t)
6t ot 6t

Aol — 3y () — 2 (1) + 3+ wa(t) — 2 yat)
5(?/1% =3 (21(t) + 22(t) — 2+ (1(t) + 1a(2))
SO — 3. () 4 25)(1) — 2+ (31 + ) (8)

Donc la paire (x4 + 2o, Y1 + y2) est une solution dérivable du systéme :

ox(t) .
pour tout t € R, {5y(t _g w(t) =3-y(t)
=3-a(t) —2-y(),

4. Soit (x,y) une solution et A € R un scalaire. x est une fonction dérivable.
Donc A:x est une fonction dérivable. De méme, \-y est une fonction déri-
vable.

De plus, on a :

6(A6x)<> — ). @
t
Z(i;)(t) =X (2-2(t) = 3-y(t)
5( ;)(t) =2-(A-z(t) =3 (A y(t))
Az . :
Q0B — 2. (Aa)(t) —3- (A y)(t)



et :

090 _ )
SO _ ). (3. a(t) 2 y(t)
00 Z 5 (o)) 2. (1-y(0)
@:2.()\. )(t) — 2 .()\:y

4 T y)(t)

Donc la paire (A - x, A - y) est une solution dérivable du systéme :

O L ORER()

our tout £ € R,
b { WO _ 3. (1) — 2 y(t),

Donc I’'ensemble des solutions dérivables du systéme :

2 =2 a(t) = 3-y(t)

M =3 a(t) - 2-y(1),

pour tout t € R, {

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R dans
R, muni de ’addition point & point et composante par composante, et du produit
externe point & point et composante par composante.

5 Sous-espaces engendrés

Définition 10

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.

Soit (i, ui)1<i<n une famille finie de n couples dans K x E.
On définit les sommes partielles S; pour 0 < 7 < n par :

So=0g
Sk:Sk_l—l-)\kouk pOUI‘lSkSi

On appelle combinaison linéaire de la famille (u;);<;<, par les coefficients de
la famille (X\;)1<i<n, le vecteur S,, € E.

Démonstration. Par récurrence sur k compris entre 0 et n, on montre que la somme
partielle Sy est bien définie et que Sy € E.
— Omn a: Sy =0g. Puis Sy est bien définie et Sy € E.
— Supposons qu’il existe k un entier tel que 0 < k < n, et tel que Sy soit
bien définie et S, € E. Alors Sy € E. De plus, \py1 € Ket upy 1 € E.
Donc par la définition 3.(2), Agr1 ® upy1 € E. Puis, par la définition 3.(1),
Sk + Agtr1 ® ugyq est bien défini et est un élément de F.
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Donc par récurrence, la somme S, est bien définie et est un élément de FE. O]

,_[ Notation 2 ]
Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel.

On note :
n
Z Ai ® Uj,
i=1

la combinaison linéaire de la famille (u;)1<;<,, par les coefficients de la famille

()\i)lgign-

\. J

'_[ Proposition 12 ]

Soit (E, +, @) un K-espace vectoriel, n un entier naturel, (u;)1<;<, une famille
d’éléments de E, (\;)1<i<n, une famille d’éléments de K, et o une bijection
de 'ensemble des entiers entre 1 et n dans lui-méme.

Alors : . .
Z )\1 o U; — Z )\O'(i) ® ua’(i)'
=1 i=1

Démonstration. Par induction (longue preuve), en utilisant I’associativité et la
commutativité de la loi + O

,_[ Notation 3 ]

Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble fini et (\;, u;);er €
(K x E)’ une famille de couple dans K x E indexée par I. On note :

n
Z )\ioui = Z )\a(k)oua(k).
k=1

el

ot n est le cardinal de i, et o une bijection de I dans {k | 1 < k <n}.

,_{ Théoréme 1 ]
Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel. Soit A C E une partie de E. Il existe
un ensemble F' tel que :

— F soit un sous-espace de (E,+,e);

— A soit un sous-ensemble de E';

— pour tout sous-espace G de (E,+,e) tel que A C G, on ait F C G.
L’ensemble F' est alors appelé le sous-espace de (E, +, e) engendré par A.
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Démonstration. On note G 'ensemble des sous-espaces vectoriels de (F, 4+, e) qui
contiennent A. On sait que G est non vide. En effet, par la propriété 4, E est un
sous-espace de E et comme A C E,ona: E € G. On définit (G :={u € E |VF €
g, ue G}
1. Montrons que A C (G.
Soit u € A.
Soit G € G, par définition, on a : A C G, donc u € G.
Puis u € N G.
2. D’aprés la propriété 4, U'ensemble (G est un sous-espace de E.

3. Soit G’ un autre sous-espace vectoriel de E contenant A. Montrons que
NG ca.
Soit u € () G. Par définition, on a : G’ € G, donc u € G.
Puis NG C G

,_[ Notation 4 ]

Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Le sous-espace de
(E,+,.) engendré par A est noté Vect(A).

,_[ Théoréme 2 J
Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Alors :

Vect(A) = { Z i ®u;
i=1

. J

neN, (u;)eA”, (\) € K”} .

Démonstration. On note F := {1 N eu; | neN,(uy;)eA", ()\;) € K"}. Mon-
trons que F' satisfait les hypothéses du théoréme 5.

1. Soit a € A. Par la définition 3.(3d), on a @ = 1 e a. Posons, a; :== a et
AM:==1.0Ona:a= Zie{l} Niea; Pulsae F.
Donc A C F.

2. Montrons que F' est un sous-espace de (E, +, e).
(a) OnaO0p =73, e .Donc F n'est pas vide.

(b) Soit u,u" € F. Soit n,n’ deux entiers, (\;)1<;j<n €t (A})1<;<n deux familles
de scalaires dans K et (u;)1<i<n €t (u})1<i<n deux familles de vecteurs
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dans A, tel que : u = Y7 A eu; et u/ = 32, X o u/. Nous notons
n” :=n+n'. (\/)1<i<nr la famille de scalaires dans K définie par :

hy siit<n
" 1

, :
A;_, sinon,

et (u)1<i<pr la famille d’élément de A, définie par :

" {ul sii<n

/ .
u;_, sinon,

On a, par associativité, > " | \; e u; + Z;il A eul = Z?; N e u!. Puis
utu €F.
(¢) Soit A € K un scalaire et soit u € F' un élément.
3. Montrons maintenant que F' le plus petit sous espace vectoriel de F qui
contient A.
Prennons GG un sous-espace vectoriel de E qui contient I’ensemble A. Pren-
nons v un élément de F. Nous voullons montrer que u est aussi un éléménet

de G.

Soit n € N un entier naturel, (\;)1<i<, une famille de n scalaires dans
K, et (u;)1<i<n une famille de n vecteurs de A tel que u =Y\ | \; ou;.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k entre 0 et n,
la combinaison linéaire Zle Ai @ u; est un élément de G.

— Pour k£ = 0.
Nous avons 22:1 Aieu; =0g et Op € G (d’aprés la propriété
4).

— Supposons qu’il existe un entier ky entre 0 et n — 1 tel que
Zfil \; ® u; soit élément de G.
Nous avons A 41 € K et ug,41 € A.
Or A C @G, donc /\k0+1 eKet Ukg+1 € G.
Comme G est un sous-espace vectoriel, Ay 11 ® ug,+1 € G.
Puis comme G est un sous-espace vectoriel et que Zfil Ai ® U,

ko
<Zi:l A ® Uz) + Akgt1 ® Ugyt1 € G.
ko+1 . ko
Or > 27 Niew; = (Zi:l A ® Uz) + Akot1 ® Ugt1-
ko+1
Donc ST\ e u; € G.
Ainsi par récurrence, la combinaison lincaire D .  \; ® u; est un

élément de G.

Puis u € G.
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Donc F' C G.

Remarque 1 ]

Si F' est un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (E,+,e), alors
Vect(F) = F.

Démonstration. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

— Par définition, on a F' C Vect(F).
De plus, on a :
1. FCF,
2. F est un sous-espace vectoriel ;
3. et FCE.

Or Vect(F') est un sous-ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E
qui contiennent F'.
D’ou Vect(F) C F.

Puis Vect(F) = F. O

Exemple 11

Si (E,+,e) est un K-espace vectoriel, alors {Og} est le sous-espace de
(E,+,e) engendré par {Og} ; de plus, E est le sous-espace vectoriel engendré
par E.

Démonstration. D’aprés la propriété 4, {Og} et F sont des sous-espaces vectoriels
de (E, +, o). Puis par la remarque 5, on a : Vect({0g}) = {0g} et Vect(E) = E. O

Exemple 12
Le sous-espace de (R?, 4, @) engendré par {(1,0,0)} est {(),0,0) | A € R}.

Démonstration. 1. Montrons que : {(A,0,0) | A € R} C Vect({(1,0,0)}). Soit
AeR.
Ona: (A0,0)=Ae(1,0,0).
Donc (A, 0,0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,0,0)}.
Puis, par le théoréme 5, (X,0,0) € Vect({(1,0,0)}).
D’ou, {(A,0,0) | A € R} € Vect({(1,0,0)}).
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2. Montrons que : Vect({(1,0,0)}) € {(),0,0) | A € R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(A,0,0) [ A € R} est un sous-espace
vectoriel de (R3, +, ) qui contient {(1,0,0)}.

(a) On a pour A =1, (A,0,0) = (1,0,0), donc {(1,0,0)} C {(1,0,0) | A €
R}.
(b) Montrons que {(A,0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R?, +
,®).
i. Ona: {()0,0)| A € R} # &, puisque (1,0,0) € {(A,0,0) | A € R}.
ii. Ona: {(},0,0)| A € R} CR".
iii. Soient u,v € {(\,0,0) | A € R}.
Soient A, i1 € R tels que u = (A, 0,0) et v = (i, 0,0).
Ona:u+v=(\+pu00) et A\+puecR.
Dot : u + v € {(},0,0) | A € R}.
iv. Soit w € {(A,0,0) | A € R} et A € R.
Soit pu € R, tel que u = (1,0, 0).
Ona:Aewu= (A pu00)et \-peR.
Dou: Aewu e {(\0,0)|\eR}.
Donc {(A,0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R?, +, o).
Puis par le théoréme 5, on a : Vect({(1,0,0)}) C {(A,0,0) | A € R}.
Puis Vect({(1,0,0)}) = {(A,0,0) | A € R}. O

Exemple 13
Le sous-espace de (K3, +, @) engendré par {(1,1,0)} est {(A,\,0) | A € K}.

Démonstration. 1. Montrons que : {(A\,A,0) | A € R} C Vect({(1,1,0)}). Soit
AeR.
Ona: (\A0)=Xe(1,1,0).
Donc (A, A, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,1,0)}.
Puis, par 1é théoréme 5, (A, A,0) € Vect({(1,1,0)}).
D’ou, {(A\,A,0) | A € R} € Vect({(1,1,0)}).

2. Montrons que : Vect({(1,1,0)}) € {(A, A, 0) |

Pour cela, il suffit de montrer que {(\, X,0)
vectoriel de (R?, +, @) qui contient {(1,1,0)}.

A e R}
| A € R} est un sous-espace

(a) On a pour A =1, (A, A,0) = (1,1,0), donc {(1,1,0)} C {(A\,A,0) | X €
R}.
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(b) Montrons que {(\, \,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +
,®).
i. Ona: {(\A0)|XeR} # @, puisque (1,1,0) € {(A\, A,0) | A € R}
ii. Ona: {(\A,0)]X€R}CR",
iii. Soient u,v € {(A\,A,0) | A € R}.
Soient A, 1 € R tels que u = (A, A, 0) et v=(p,p,0).
Ona:u+v=A+uA+u0) et A+uekR
Dou:u+ve{(A\A0)|AeR}.
iv. Soit u € {(\,A,0) | A € R} et A € R.
Soit 1 € R, tel que u = (u, p, 0).
Ona:Xeu=(A-p, A pu0)et A-peR.
Dou: Aewuec {(\AO0)|AeR}
Donc {(\, A, 0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, ).
Puis par le théoréme 5, on a : Vect({(1,1,0)}) C {(A\,A,0) | A € R}.
Puis Vect({(1,1,0)}) = {(\, A\, 0) | A € R}. O

Exemple 14

Le sous-espace de (K3 +,e) engendré par {(1,0,0),(0,1,0)} est
{(A 1, 0) [ A € K}

Démonstration. 1. Montrons que : {(A, i, 0) | A, p € R} C Vect({(1,0,0),(0,1,0)}).
Soit A\, pu € R.
Ona: (A 0)=Xe(1,0,0) + ue(0,1,0).
Donc (A, p1,0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,0,0), (0,1,0)}.
Puis, par le théoréme 5, (A, i, 0) € Vect({(1,0,0), (0,1,0)}).
Do, {(A, 1,0) | A, p € R} € Vect({(1,0,0),(0,1,0)}).
2. Montrons que : Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) € {(A, 1, 0) | A\, € R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(A, 1,0) | A, u € R} est un sous-espace
vectoriel de (R?, +, @) qui contient {(1,0,0),(0,1,0)}.

(a) On a pour A = 1 et p = 0, (A\,1,0) = (1,0,0), donc {(1,0,0)} C
{(A 1, 0) | A e R}

(b) On a pour A = 0 et o = 1, (A\,,0) = (0,1,0), donc {(0,1,0)} C
{(A 1, 0) | A, p e RY.

(¢) Montrons que {(\, px,0) | A\, € R} est un sous-espace vectoriel de
(R3, 4, o).
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i. Ona:{(\ u,0) [\ peR}# @, puisque (1,0,0) € {(\, 1,0) | A\, €
R}.

ii. Ona: {(\,u0)|\ueR}CR".

iii. Soient u,uw € {(A, 1,0) | A\, u € R}.
Soient A\, pu € R tels que u = (A, i, 0).
Soient X', p' € R tels que u' = (X', 1/, 0).
Ona:u+u =A+N,p+p,0)et A+ N eRet p+p €R,
Dot :u+u € {(\1,0) | A\, u € R}

iv. Soit w € {(A\, 11,0) | A\, u € R} et v € R.
Soit A\, u € R, tel que u = (A, i, 0).
Ona:veu=w-A\v-p0)etv-AXeRetv-puekR.
Dou:veue {(\pu0)]|\uecR}

Donc {(\, 1,0) | A, u € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, ).

Puis par le théoréme 5, on a : Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) C {(A, 1,0) | A\, €
R}.
Puis VeCt({(la 070)7 (07 170)}) = {()\,,LL,O) | )‘71’6 S R} [

Exemple 15
Pour k € N, 6* est la suite définie par :

{5';:1 sik=n

6k =0 sinon

Le sous-espace de (KN, +,:) engendré par les suites {0* | & € N} est 'en-
semble des suites de KN qui stationnent en 0.

Démonstration. — (©) Soit (uy)nen € Vect({0* | k € N}).
Par la définition 5, on peut choisir I un sous ensemble fini de N et (\;);es €
K™ une famille de scalaires indexée par I, tel que (u,) = >, ;A\ * 0%
Comme [ est une partie finie de N, il existe ng € N tel que pour tout i € I,
1 < no.
Puis, pour n > ng, on a : u, = Zid)\i -0l ; orpouri € I, ona:i<ng,
puis ¢ # ng. Donc u,, = 0.
Ainsi, (u,,) stationne en 0.

— (D) Soit (uy)nen une suite qui stationne en 0.

Soit ng € N un indice tel que pour tout n > ng, u, = 0.
On prend I = {i | 1 < i < ng} et la famille (\y)rer € K de scalaires
indexée par I définie par A\; := u;, pour i € I.
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On considére la suite >, ; A; © 6"

Pour n € N,

— sin < ng,
ona: (D N0y =2 N0k puis, (O, A ¢ 0"), = A, ; puis,
(Zie] Ai+ 0%)p = Up.

— si n > ny,
ona:u, =0etpouri € I, d =0, donc (>
(X ier Ai+ 0%)n = un. '

Ainsi, (Un)nen = Y _;cp Ni - 0"

Puis, (u,) € Vect({0* | k € N}).

A + 0%, = 0; puis

el
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