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On appelle algèbre le fait de manipuler des éléments mathématiques sans
connaître exactement leur valeur, mais en connaissant seulement certaines de leur
propriétés. Par exemple, on pourrait prendre un réel, l’appeler x, et supposer qu’il
vérifie :

2x− 3 = 0

et se demander ce qu’on peut en déduire d’autre sur x. En l’occurrence, on sait
dès le collège qu’un tel x existe, qu’il est unique, et on sait facilement trouver sa
valeur. On peut également s’intéresser aux réels z qui vérifient :

z2 − z − 1 = 0

Déterminer précisement quels sont ces réels demande déjà un petit peu plus de
travail. On peut remarquer contrairement à x, z ne peut pas s’exprimer comme
une fraction d’entiers.

L’algèbre linéaire s’intéresse aux objets mathématiques liés entre eux par des
transformations linéaires. La première équation ci-dessus est une relation linéaire,
pas la seconde. Une transformation (ou fonction, ou application) linéaire est une
fonction qui se comporte de façon particulière vis-à-vis de l’addition et de la mul-
tiplication :

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(λ · x) = λ · f(x)

Et ce, pour des définitions très générales de « addition » et « multiplication », et
pour des objets qui ne sont pas forcément de simples réels.

À quoi sert l’algèbre linéaire ? De même que l’algèbre en général, elle a énormé-
ment d’applications en calcul. Énormément de choses en physique ou en biologie
peuvent être décrites par des équations linéaires, et l’algèbre linéaire met à dis-
position des résultats puissants pour étudier leur évolution et faire des calculs.
Quelques applications possibles :
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— l’étude des suites récurrentes linéaires d’ordre arbitraire ;
— la reconnaissance d’images ;
— l’étude des équations différentielles linéaires. . .

Dans la suite, K est un corps dont les lois sont notées + et ·. Cependant, on
s’intéressera aux cas où K est soit l’ensemble Q, soit R, soit C.

1 Définitions

Définition 1

Soit A un ensemble. Une loi interne sur A est une fonction de A × A dans
A.

Notation 1

Si ⊗ est une loi interne sur l’ensemble A, alors, pour tous éléments x, y de
l’ensemble A, l’élément ⊗(x, y) est habituellement noté x⊗ y.

Définition 2

Une loi interne ⊗ sur un ensemble A est dite associative si et seulement si,
pour tous éléments x, y, z de l’ensemble A, on a : x⊗ (y⊗ z) = (x⊗ y)⊗ z.

Définition 3

Une loi interne ⊗ sur un ensemble A est dite commutative si et seulement
si, pour tous éléments x, y de l’ensemble A, on a : x⊗ y = y ⊗ x.

Définition 4

Soit A un ensemble muni d’une loi interne ⊗.

Un élément ε ∈ A est un élément neutre pour la loi ⊗ si et seulement si pour
tout élément x ∈ A, on a x⊗ ε = x et ε⊗ x = x.

Définition 5

Soit ⊗ une loi interne sur un ensemble A qui admet un élément neutre ε et
soit x, y deux éléments de A. On dit que :

1. y est un inverse à gauche de x si et seulement si y ⊗ x = ε.

2. y est un inverse à droite de x si et seulement si x⊗ y = ε.

3. y est un inverse de x si et seulement si y est un inverse à droite de x,
et un inverse à gauche de x.
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Un élément x ∈ A est dit inversible si et seulement si il admet un inverse.

Exercice 1

Trouver des exemples de lois de composition interne sur :
— N

— Z

— Q

— R2

Cette loi a-t-elle un élément neutre ? Est-ce que tous les éléments de l’en-
semble sont inversibles ?

Proposition 1

Soit ⊗ une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément
neutre ε. Soit x un élément de A. Si l’élément x est inversible, alors il existe
un unique élément y ∈ A tel que x⊗ y = ε et y ⊗ x = ε.

Exercice 2

Montrer cette proposition.

Proposition 2

Soit A un ensemble, soit ⊗ une loi interne associative sur A, qui admet un
élément neutre. Soient x et y ∈ A deux élément inversibles. Alors x⊗ y est
inversible, de plus :

(x⊗ y)−1 = y−1 ⊗ x−1.

Démonstration. Soit A un ensemble, soit ⊗ une loi interne associative sur A, qui
admet un élément neutre ε.
Soient x et y ∈ A deux élément inversibles.
On a :

(y−1 ⊗ x−1)⊗ (x⊗ y) = y−1 ⊗ (x−1 ⊗ (x⊗ y)) (par associativité)
(y−1 ⊗ x−1)⊗ (x⊗ y) = y−1 ⊗ ((x−1 ⊗ x)⊗ y) (par associativité)
(y−1 ⊗ x−1)⊗ (x⊗ y) = y−1 ⊗ (ε⊗ y) (car x−1 est l’inverse de x)
(y−1 ⊗ x−1)⊗ (x⊗ y) = y−1 ⊗ y (car ε est un élément neutre)
(y−1 ⊗ x−1)⊗ (x⊗ y) = ε (car y−1 est l’inverse de y)

Et, quitte à remplacer y par x−1 et x par y−1 dans le calcul précédent, et en
appliquant (x−1)−1 = x et (y−1)−1 = y, on a également : (x⊗y)⊗ (y−1⊗x−1) = ε.
Donc (y−1 ⊗ x−1) est bien l’inverse de x⊗ y.
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2 Groupes

Définition 6

Un groupe est une paire (G,×) telle que G soit un ensemble, et × soit une
loi interne associative sur G qui admet un élément neutre, et telle que tout
élément de x soit inversible.

Définition 7

Un groupe (G,+) est dit abélien (ou commutatif), si la loi + est commuta-
tive.

3 Définition d’un espace vectoriel

Définition 8

Un K-espace vectoriel est un triplet (E,+, •) tel que :

1. (E,+) soit un groupe abélien, dont on note l’élément neutre 0E ;

2. • soit une loi externe de K× E dans E ;

3. pour tout λ, µ ∈ K, u, v ∈ E on ait :

(a) (λ+ µ) • u = (λ • u) + (µ • u) ;

(b) λ • (u+ v) = (λ • u) + (λ • v) ;

(c) λ • (µ • u) = (λ · µ) • u ;

(d) 1 • u = u.

On notera en général l’élément neutre simplement 0. Le contexte permettant
de différencier 0E et 0K.

Exemple 1

(K,+, ·) est un K-espace vectoriel.

Démonstration.

1. (K,+) est un groupe abélien ;

2. · est une loi de K×K dans K ;

3. pour tout λ, µ, u, u ∈ K, on a :

(a) (λ+ µ) · u = (λ · u) + (µ · u) ;
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(b) λ · (u+ v) = (λ · u) + (λ · v) ;

(c) λ · (µ · u) = (λ · µ) · u ;

(d) 1 · u = u.

Exemple 2

Soit n un entier et (E,+, •) un K-espace vectoriel. Le triplet (En,
.

+,
.
•)

où
.

+ applique la loi + composante par composante et
.
• applique la loi •

composante par composante, est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (En,
.

+) est un groupe abélien :
Soient (ui)1≤i≤n, (vi)1≤i≤n, et (wi)1≤i≤n trois familles à valeur dans E in-
dexées par l’ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.

(a) Montrons que
.

+ est bien une loi interne.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on a : ui + vi ∈ E (car + est une loi interne sur E),
ainsi (ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n est une famille à valeur dans E indexée par
l’ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis

.

+ est bien une loi interne.

(b) Montrons que
.

+ est associative.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

(((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)
.

+ (wi)1≤i≤n)i = ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)i + wi

(par définition de
.

+)
(((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)
.

+ (wi)1≤i≤n)i = (ui + vi) + wi

(par définition de
.

+)
(((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)
.

+ (wi)1≤i≤n)i = ui + (vi + wi)
(car + est associative dans E)

(((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)
.

+ (wi)1≤i≤n)i = ui + ((vi)1≤i≤n

.

+ (wi)1≤i≤n)i
(par définition de

.

+)
(((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)
.

+ (wi)1≤i≤n)i = ((ui)1≤i≤n

.

+ ((vi)1≤i≤n

.

+ (wi)1≤i≤n))i
(par définition de

.

+)

Puis, ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)
.

+ (wi)1≤i≤n = (ui)1≤i≤n

.

+ ((vi)1≤i≤n

.

+

(wi)1≤i≤n) et
.

+ est associative.
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(c) Montrons que
.

+ est commutative.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)i = ui + vi

(par définition de
.

+)
((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)i = vi + ui

(car + est commutative dans E)
((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)i = ((vi)1≤i≤n

.

+ (ui)1≤i≤n)i
(par définition de

.

+)

Puis, (ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n = (vi)1≤i≤n

.

+ (ui)1≤i≤n et
.

+ est commuta-
tive.

(d) Montrons que (0E)1≤i≤n est un élément neutre :
— On a : 0E ∈ E, puis, (0E)1≤i≤n ∈ En.
— Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

((ui)1≤i≤n

.

+ (0E)1≤i≤n)i = ui + 0E
(par définition de

.

+)
((ui)1≤i≤n

.

+ (0E)1≤i≤n)i = ui

(car 0E est neutre pour
.

+ dans E)

Puis, (ui)1≤i≤n

.

+ (0E)1≤i≤n = (ui)1≤i≤n.
Donc (0E)1≤i≤n est un élément neutre pour la loi

.

+.

(e) Montrons que (−ui)1≤i≤n est l’inverse de (ui)1≤i≤n :
— Pour 1 ≤ i ≤ n, on a : −ui ∈ E (car (E,+) est un groupe et u ∈ E),

puis (−ui)1≤i≤n ∈ En.
— Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

((ui)1≤i≤n

.

+ (−ui)1≤i≤n)i = ui + (−ui)

(par définition de
.

+)
((ui)1≤i≤n

.

+ (−ui)1≤i≤n)i = (0E)1≤i≤ni

(car −ui est l’inverse de ui)

Puis, (ui)1≤i≤n

.

+ (−ui)1≤i≤n = (0E)1≤i≤n.
Donc (−ui)1≤i≤n est l’inverse de (ui)1≤i≤n pour la loi

.

+.

Donc (En,
.

+) est un groupe abélien.

2. Montrons que
.
• est bien une loi externe.

Pour 1 ≤ i ≤ n, on a : λ • ui ∈ E (car • est une loi de K × E dans E),
ainsi λ

.
• (ui)1≤i≤n est une famille à valeur dans E indexée par l’ensemble

des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis

.
• est bien une loi externe.
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3. (a) Montrons que (λ+ µ)
.
• (ui)1≤i≤n = (λ

.
• (ui)1≤i≤n)

.

+ (µ
.
• (ui)1≤i≤n) :

Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

((λ+ µ)
.
• (ui)1≤i≤n)i = (λ+ µ) • ui

(par définition de
.
•)

((λ+ µ)
.
• (ui)1≤i≤n)i = (λ • ui) + (µ • ui)

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)

)

((λ+ µ)
.
• (ui)1≤i≤n)i = (λ

.
• (ui)1≤i≤n)i + (µ

.
• (ui)1≤i≤n)i

(par définition de
.
•)

((λ+ µ)
.
• (ui)1≤i≤n)i = ((λ

.
• (ui)1≤i≤n)

.

+ (µ
.
• (vi)1≤i≤n))i

(par définition de
.

+)

Donc (λ+ µ)
.
• (ui)1≤i≤n = (λ

.
• (ui)1≤i≤n)

.

+ (µ
.
• (ui)1≤i≤n).

(b) Montrons que λ
.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n) = (λ
.
• (ui)1≤i≤n)

.

+ (λ
.
•

(vi)1≤i≤n) :
Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

(λ
.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n))i = λ • ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n)i
(par définition de

.
•)

(λ
.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n))i = λ • (ui + vi)

(par définition de
.

+)
(λ

.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n))i = (λ • ui) + (λ • vi)
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)

)

(λ
.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n))i = (λ
.
• (ui)1≤i≤n)i + (λ

.
• (vi)1≤i≤n)i

(par définition de
.
•)

(λ
.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n))i = ((λ
.
• (ui)1≤i≤n)

.

+ (λ
.
• (vi)1≤i≤n))i

(par définition de
.

+)

Donc λ
.
• ((ui)1≤i≤n

.

+ (vi)1≤i≤n) = (λ
.
• (ui)1≤i≤n)

.

+ (λ
.
• (vi)1≤i≤n).

(c) Montrons que λ
.
• (µ

.
• (ui)1≤i≤n) = (λ · µ)

.
• (ui)1≤i≤n :

Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

(λ
.
• (µ

.
• ((ui)1≤i≤n)))i = λ • (µ

.
• ((ui)1≤i≤n))i

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (µ

.
• ((ui)1≤i≤n)))i = λ • (µ • ui)

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (µ

.
• ((ui)1≤i≤n)))i = (λ · µ) • ui

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

)

(λ
.
• (µ

.
• ((ui)1≤i≤n)))i = ((λ · µ)

.
• (ui)1≤i≤n)i

(par définition de
.
•)
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Donc λ
.
• (µ

.
• (ui)1≤i≤n) = (λ · µ)

.
• (ui)1≤i≤n.

(d) Montrons que 1
.
• (ui)1≤i≤n = (ui)1≤i≤n :

Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

(1
.
• (ui)1≤i≤n)i = 1 • ui

(par définition de
.
•)

(1
.
• (ui)1≤i≤n)i = ((ui)1≤i≤n)i

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

)

Puis, 1
.
• (ui)1≤i≤n = (ui)1≤i≤n.

Ainsi (En,
.

+,
.
•) est un K-espace vectoriel.

Exemple 3

Soit A un ensemble et (E,+, •) un K-espace vectoriel. Alors (F(A,E),
.

+,
.
•)

où F(A,E) est l’ensemble des fonctions de A dans E,
.

+ applique la loi +
point à point, et

.
• applique la loi • point à point est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (EA,
.

+) est un groupe abélien :
Soient f , g, et h trois fonctions de A dans E.

(a) Montrons que
.

+ est bien une loi interne.
Pour a ∈ A, on a : f(a) + g(a) ∈ E (car + est une loi interne sur E),
ainsi f

.

+ g est une fonction de A dans E.
Puis

.

+ est bien une loi interne.

(b) Montrons que
.

+ est associative.
Pour a ∈ A, on a :

((f
.

+ g)
.

+ h)(a) = (f
.

+ g)(a) + h(a)

(par définition de
.

+)
((f

.

+ g)
.

+ h)(a) = (f(a) + g(a)) + h(a)

(par définition de
.

+)
((f

.

+ g)
.

+ h)(a) = f(a) + (g(a) + h(a))
(car + est associative dans E)

((f
.

+ g)
.

+ h)(a) = f(a) + (g
.

+ h)(a)

(par définition de
.

+)
((f

.

+ g)
.

+ h)(a) = (f
.

+ (g
.

+ h))(a)

(par définition de
.

+)

Puis, (f
.

+ g)
.

+ h = f
.

+ (g
.

+ h) et
.

+ est associative.
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(c) Montrons que
.

+ est commutative.
Pour a ∈ A, on a :

(f
.

+ g)(a) = f(a) + g(a)

(par définition de
.

+)
(f

.

+ g)(a) = g(a) + f(a)
(car + est commutative dans E)

(f
.

+ g)(a) = (g
.

+ f)(a)

(par définition de
.

+)

Puis, f
.

+ g = g
.

+ f et
.

+ est commutative.

(d) Montrons que [a ∈ A 7→ 0E ∈ E] est un élément neutre :
— On a : 0E ∈ E, puis, [a ∈ A 7→ 0E ∈ E] ∈ EA.
— Pour a ∈ A, on a :

(f
.

+ [a ∈ A 7→ 0E ∈ E])(a) = f(a) + [a ∈ A 7→ 0E ∈ E](a)

(par définition de
.

+)
(f

.

+ [a ∈ A 7→ 0E ∈ E])(a) = f(a) + 0E
(f

.

+ [a ∈ A 7→ 0E ∈ E])(a) = f(a)

(car 0E est neutre pour
.

+ dans E)

Puis, f
.

+ [a ∈ A 7→ 0E ∈ E] = f .
Donc [a ∈ A 7→ 0E ∈ E] est un élément neutre pour la loi

.

+.

(e) Montrons que (
.

− f) est l’inverse de f :
— Pour a ∈ A, on a : on a (

.

− f)(a) = −f(a) et −f(a) ∈ E (car (E,+)
est un groupe et f(a) ∈ E), puis

.

− f ∈ EA.
— Pour a ∈ A, on a :

(f
.

+ (
.

− f))(a) = f(a) + ((
.

− f)(a)) (par définition de
.

+)
(f

.

+ (
.

− f))(a) = f(a) + (−f(a)) (par définition de
.

−)
(f

.

+ (
.

− f))(a) = 0E (car −f(a) est l’inverse de f(a))
(f

.

+ (
.

− f))(a) = [a ∈ A 7→ 0E ∈ E](a)

Puis, f
.

+ (
.

− f) = [a ∈ A 7→ 0E ∈ E].
Donc (

.

− f) est l’inverse de f pour la loi
.

+.

Donc (EA,
.

+) est un groupe abélien.

2. Montrons que
.
• est bien une loi externe.

Pour a ∈ A, on a : λ • f(a) =∈ E (car • est une loi de K×E dans E), ainsi
λ

.
• f est une fonction de A dans E.

Puis
.
• est bien une loi externe.
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3. (a) Montrons que (λ+ µ)
.
• f = (λ

.
• f)

.

+ (µ
.
• f) :

Pour a ∈ A, on a :

((λ+ µ)
.
• f)(a) = (λ+ µ) • f(a)

(par définition de
.
•)

((λ+ µ)
.
• f)(a) = (λ • f(a)) + (µ • f(a))

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)

)

((λ+ µ)
.
• f)(a) = (λ

.
• f)(a) + (µ

.
• f)(a)

(par définition de
.
•)

((λ+ µ)
.
• f)(a) = ((λ

.
• f)

.

+ (µ
.
• g))(a)

(par définition de
.

+)

Donc (λ+ µ)
.
• f = (λ

.
• f)

.

+ (µ
.
• f).

(b) Montrons que λ
.
• (f

.

+ g) = (λ
.
• f)

.

+ (λ
.
• g) :

Pour a ∈ A, on a :

(λ
.
• (f

.

+ g))(a) = λ • (f
.

+ g)(a)
(par définition de

.
•)

(λ
.
• (f

.

+ g))(a) = λ • (f(a) + g(a))

(par définition de
.

+)
(λ

.
• (f

.

+ g))(a) = (λ • f(a)) + (λ • g(a))
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)

)

(λ
.
• (f

.

+ g))(a) = (λ
.
• f)(a) + (λ

.
• g)(a)

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (f

.

+ g))(a) = ((λ
.
• f)

.

+ (λ
.
• g))(a)

(par définition de
.

+)

Donc λ
.
• (f

.

+ g) = (λ
.
• f)

.

+ (λ
.
• g).

(c) Montrons que λ
.
• (µ

.
• f) = (λ · µ)

.
• f :

Pour a ∈ A, on a :

(λ
.
• (µ

.
• (f)))(a) = λ • (µ

.
• (f))(a)

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (µ

.
• (f)))(a) = λ • (µ • f(a))

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (µ

.
• (f)))(a) = (λ · µ) • f(a)

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

)

(λ
.
• (µ

.
• (f)))(a) = ((λ · µ)

.
• f)(a)

(par définition de
.
•)
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Donc λ
.
• (µ

.
• f) = (λ · µ)

.
• f .

(d) Montrons que 1
.
• f = f :

Pour a ∈ A, on a :

(1
.
• f)(a) = 1 • f(a)

(par définition de
.
•)

(1
.
• f)(a) = (f)(a)

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

)

Puis, 1
.
• f = f .

Ainsi (EA,
.

+,
.
•) est un K-espace vectoriel.

Exemple 4

L’ensemble des fonctions de R dans R muni de l’addition point à point et
de la multiplication point à point est un R-espace vectoriel.

Démonstration. D’après l’exemple 3, (R,+, ·) est un R-espace vectoriel. Puis, par
l’exemple 3, (RR,

.

+,
.
·) est un R-espace vectoriel.

Exemple 5

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel. Alors (EN,
.

+,
.
•) où

.

+ applique la loi +
composante par composante, et

.
• applique la loi • composante par compo-

sante est un K-espace vectoriel.

Démonstration. 1. Montrons que (EN,
.

+) est un groupe abélien :
Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, et (wn)n∈N trois suites d’entiers naturels.

(a) Montrons que
.

+ est bien une loi interne.
Pour n ∈ N, on a : un + vn ∈ E (car + est une loi interne sur E), ainsi
(un)n∈N

.

+ (vn)n∈N est une suite d’entiers naturels.
Puis

.

+ est bien une loi interne.

(b) Montrons que
.

+ est associative.
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Pour n ∈ N, on a :

(((un)n∈N
.

+ (vn)n∈N)
.

+ (wn)n∈N)n = ((un)n∈N
.

+ (vn)n∈N)n + wn

(par définition de
.

+)
(((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N)
.

+ (wn)n∈N)n = (un + vn) + wn

(par définition de
.

+)
(((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N)
.

+ (wn)n∈N)n = un + (vn + wn)
(car + est associative dans E)

(((un)n∈N
.

+ (vn)n∈N)
.

+ (wn)n∈N)n = un + ((vn)n∈N
.

+ (wn)n∈N)n
(par définition de

.

+)
(((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N)
.

+ (wn)n∈N)n = ((un)n∈N
.

+ ((vn)n∈N
.

+ (wn)n∈N))n
(par définition de

.

+)

Puis, ((un)n∈N
.

+ (vn)n∈N)
.

+ (wn)n∈N = (un)n∈N
.

+ ((vn)n∈N
.

+ (wn)n∈N)
et

.

+ est associative.

(c) Montrons que
.

+ est commutative.
Pour n ∈ N, on a :

((un)n∈N
.

+ (vn)n∈N)n = un + vn

(par définition de
.

+)
((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N)n = vn + un

(car + est commutative dans E)
((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N)n = ((vn)n∈N
.

+ (un)n∈N)n
(par définition de

.

+)

Puis, (un)n∈N
.

+ (vn)n∈N = (vn)n∈N
.

+ (un)n∈N et
.

+ est commutative.

(d) Montrons que (0E)n∈N est un élément neutre :
— On a : 0E ∈ E, puis, (0E)n∈N ∈ EN.
— Pour n ∈ N, on a :

((un)n∈N
.

+ (0E)n∈N)n = un + 0E
(par définition de

.

+)
((un)n∈N

.

+ (0E)n∈N)n = un

(car 0E est neutre pour
.

+ dans E)

Puis, (un)n∈N
.

+ (0E)n∈N = (un)n∈N.
Donc (0E)n∈N est un élément neutre pour la loi

.

+.

(e) Montrons que (−un)n∈N est l’inverse de (un)n∈N :
— Pour n ∈ N, on a : −un ∈ E (car (E,+) est un groupe et u ∈ E),

puis (−un)n∈N ∈ EN.

12



— Pour n ∈ N, on a :

((un)n∈N
.

+ (−un)n∈N)n = un + (−un)

(par définition de
.

+)
((un)n∈N

.

+ (−un)n∈N)n = (0E)n∈Nn

(car −un est l’inverse de un)

Puis, (un)n∈N
.

+ (−un)n∈N = (0E)n∈N.
Donc (−un)n∈N est l’inverse de (un)n∈N pour la loi

.

+.
Donc (EN,

.

+) est un groupe abélien.

2. Montrons que
.
• est bien une loi externe.

Pour n ∈ N, on a : λ • un ∈ E (car • est une loi de K × E dans E), ainsi
λ

.
• (un)n∈N est une suite d’entiers naturels.

Puis
.
• est bien une loi externe.

3. (a) Montrons que (λ+ µ)
.
• (un)n∈N = (λ

.
• (un)n∈N)

.

+ (µ
.
• (un)n∈N) :

Pour n ∈ N, on a :

((λ+ µ)
.
• (un)n∈N)n = (λ+ µ) • un

(par définition de
.
•)

((λ+ µ)
.
• (un)n∈N)n = (λ • un) + (µ • un)

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)

)

((λ+ µ)
.
• (un)n∈N)n = (λ

.
• (un)n∈N)n + (µ

.
• (un)n∈N)n

(par définition de
.
•)

((λ+ µ)
.
• (un)n∈N)n = ((λ

.
• (un)n∈N)

.

+ (µ
.
• (vn)n∈N))n

(par définition de
.

+)

Donc (λ+ µ)
.
• (un)n∈N = (λ

.
• (un)n∈N)

.

+ (µ
.
• (un)n∈N).

(b) Montrons que λ
.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N) = (λ
.
• (un)n∈N)

.

+ (λ
.
• (vn)n∈N) :

Pour n ∈ N, on a :

(λ
.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N))n = λ • ((un)n∈N
.

+ (vn)n∈N)n
(par définition de

.
•)

(λ
.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N))n = λ • (un + vn)

(par définition de
.

+)
(λ

.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N))n = (λ • un) + (λ • vn)
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)

)

(λ
.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N))n = (λ
.
• (un)n∈N)n + (λ

.
• (vn)n∈N)n

(par définition de
.
•)

(λ
.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N))n = ((λ
.
• (un)n∈N)

.

+ (λ
.
• (vn)n∈N))n

(par définition de
.

+)
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Donc λ
.
• ((un)n∈N

.

+ (vn)n∈N) = (λ
.
• (un)n∈N)

.

+ (λ
.
• (vn)n∈N).

(c) Montrons que λ
.
• (µ

.
• (un)n∈N) = (λ · µ)

.
• (un)n∈N :

Pour n ∈ N, on a :

(λ
.
• (µ

.
• ((un)n∈N)))n = λ • (µ

.
• ((un)n∈N))n

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (µ

.
• ((un)n∈N)))n = λ • (µ • un)

(par définition de
.
•)

(λ
.
• (µ

.
• ((un)n∈N)))n = (λ · µ) • un

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

)

(λ
.
• (µ

.
• ((un)n∈N)))n = ((λ · µ)

.
• (un)n∈N)n

(par définition de
.
•)

Donc λ
.
• (µ

.
• (un)n∈N) = (λ · µ)

.
• (un)n∈N.

(d) Montrons que 1
.
• (un)n∈N = (un)n∈N :

Pour n ∈ N, on a :

(1
.
• (un)n∈N)n = 1 • un

(par définition de
.
•)

(1
.
• (un)n∈N)n = ((un)n∈N)n

(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

)

Puis, 1
.
• (un)n∈N = (un)n∈N.

Ainsi (EN,
.

+,
.
•) est un K-espace vectoriel.

Proposition 3

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel et soit u un élément de E. On a : 0•u =
0E.

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de E.
On a :

0•u = (0•u) + 0E (car 0E est neutre)
0•u = (0•u) + ((0•u) + (−(0•u))) (car −(0•u) est l’inverse de 0•u)
0•u = ((0•u) + (0•u)) + (−(0•u)) (par associativité)
0•u = ((0 + 0)•u) + (−(0•u)) (Par la définition 3.(3a))
0•u = (0•u) + (−(0•u))
0•u = 0E (car −(0•u) est l’inverse de 0•u)
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Proposition 4

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel, d’élément neutre 0E et soit λ un élément
de K. On a : λ • 0E = 0E.

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit λ un élément de K.

1. Si λ = 0, alors, par la propriété 3, λ • 0E = 0E ;

2. Sinon.
Soit u un élément de E.
On a :

λ•0E + u = (λ•0E) + (1•u) (par la définition 3.(3d))
λ•0E + u = (λ•0E) + ((λ · 1

λ
) • u) (car λ 6= 0)

λ•0E + u = (λ•0E) + (λ • ( 1
λ
• u)) (par la définition 3.(3c))

λ•0E + u = λ•(0E + ( 1
λ
•u)) (par la définition 3.(3b))

λ•0E + u = λ•( 1
λ
• u) (car 0E est neutre)

λ•0E + u = (λ · 1
λ
) • u (par la définition 3.(3c))

λ•0E + u = 1•u
λ•0E + u = u (par la définition 3.(3d))

Donc λ•0E est un élément neutre.
Puis λ•0E = 0E.

Dans les deux cas, on a : λ•0E = 0E.

Proposition 5

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel et soit u un élément de E. On a : (−1)•
u = −u.

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de E. On a :

u+ ((−1) • u) = (1 • u) + ((−1) • u) (par la définition 3.(3d))
u+ ((−1) • u) = (1 + (−1)) • u (par la définition 3.(3a))
u+ ((−1) • u) = 0 • 0E
u+ ((−1) • u) = 0E (par la propriété 3)

Donc (−1)•u est l’inverse de u.
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Proposition 6

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel, soit u un élément de E, et soit λ un
élément de K. Si λ • u = 0E, alors u = 0E ou λ = 0.

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de E, et soit λ un élément de K. On suppose que λ • u = 0E.

1. Si λ = 0, alors u = 0E ou λ = 0.

2. Si λ 6= 0, alors :

u = 1 • u (par la définition 3.(3d))
u = ( 1

λ
· λ)•u (car λ 6= 0)

u = 1
λ
• (λ • u) (par la définition 3.(3c))

u = 1
λ
• 0E (car λ • u = 0E)

u = 0E (par la propriété 3).

Puis u = 0E ou λ = 0.

Ainsi, dans les deux cas, on a : u = 0E ou λ = 0.

4 Sous-espaces

Définition 9

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E

tout sous-ensemble non vide F ⊆ E, tel que :

1. pour tout u, v ∈ F , (u+ v)∈F ;

2. pour tout u ∈ F , λ ∈ K, (λ • u) ∈ F .

Exercice 3

Montrer que la droite d’équation y = x
2

est un sous-espace vectoriel de
(R2,×, ·).

Proposition 7

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel et soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F contient l’élément neutre 0E de la loi + définie sur E.

Démonstration. Par la définition 4, F est non vide.
Soit u un élément de F .
Par la définition 4.(2), comme −1 ∈ K et u ∈ F , on a : (−1) • u ∈ F . Puis,
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par la définition, on a : 4.(1), u + (−1) • u ∈ F . Mais, par la propriété 3, on a :
(−1) • u = −u. Puis, par la définition 4.(2), on a : u+ (−u) ∈ F . Or comme E est
un groupe, u+ (−u) = 0E, donc 0E ∈ F .

Proposition 8

Soit F un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel (E,+, •). On note
+|F la loi interne qui associe à une paire (u, v) d’éléments dans F , l’élément
u + v, et .|F la loi externe qui associe à un scalaire λ ∈ K et à un élément
u ∈ F , l’élément λ•u. Alors (F,+|F , .|F ) est un K-espace vectoriel d’élément
neutre 0E.

Démonstration. 1. Montrons que (F,+|F ) est un groupe abélien :
Soient u, v, et w trois éléments de F .

(a) Montrons que +|F est bien une loi interne.
On a : u +|F v = u +|F v par définition de +|F , or, u + v ∈ F (par
définition 4.(1) et comme u ∈ F et v ∈ F ), ainsi u+|F v est une élément
de F .
Puis +|F est bien une loi interne.

(b) Montrons que +|F est associative.
On a :

((u+|F v) +|F w) = (u+|F v) + w

(par définition de +|F )
((u+|F v) +|F w) = (u+ v) + w

(par définition de +|F )
((u+|F v) +|F w) = u+ (v + w)

(car + est associative dans E)
((u+|F v) +|F w) = u+ (v +|F w)

(par définition de +|F )
((u+|F v) +|F w) = (u+|F (v +|F w))

(par définition de +|F )

Puis, (u+|F v) +|F w = u+|F (v +|F w) et +|F est associative.

(c) Montrons que +|F est commutative.
On a :

(u+|F v) = u+ v

(par définition de +|F )
(u+|F v) = v + u

(car + est commutative dans E)
(u+|F v) = (v +|F u)

(par définition de +|F )
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Puis, u+|F v = v +|F u et +|F est commutative.

(d) Montrons que 0E est un élément neutre :
— D’après, la propriété 4, 0E ∈ E. puis, 0E ∈ F .
— On a :

(u+|F 0E) = u+ 0E
(par définition de +|F )

(u+|F 0E) = u

(car 0E est neutre pour +|F dans E)

Puis, u+|F 0E = u.
Donc 0E est un élément neutre pour la loi +|F .

(e) Montrons que −u est l’inverse de u :
— On a −u = (−1) • u, car u ∈ E, E est un K-espace vectoriel, et par

la propriété 3. Puis comme −1 ∈ K, et u ∈ F , par la définition 4.(2),
on obtient : −u ∈ F .

— On a :
(u+|F −u) = u+ (−u)

(par définition de +|F )
(u+|F −u) = 0E

(car −u est l’inverse de u)

Puis, u+|F (−u) = 0E.
Donc −u est l’inverse de u pour la loi +|F .

Donc (F,+|F ) est un groupe abélien.

2. Montrons que •|F est bien une loi externe.
On a : λ •|F u = λ • u par définition de •|F , or, λ • u ∈ F (par définition
4.(2) et comme u ∈ F et λ ∈ K), ainsi λ •|F u est une élément de F .
Puis •|F est bien une loi externe.

3. (a) Montrons que (λ+ µ) •|F u = (λ •|F u) +|F (µ •|F u) :
On a :

((λ+ µ) •|F u) = (λ+ µ) • u
(par définition de •|F )

((λ+ µ) •|F u) = (λ • u) + (µ • u)
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3a)

)

((λ+ µ) •|F u) = (λ •|F u) + (µ •|F u)
(par définition de •|F )

((λ+ µ) •|F u) = ((λ •|F u) +|F (µ •|F v))
(par définition de +|F )

Donc (λ+ µ) •|F u = (λ •|F u) +|F (µ •|F u).
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(b) Montrons que λ •|F (u+|F v) = (λ •|F u) +|F (λ •|F v) :
On a :

(λ •|F (u+|F v)) = λ • (u+|F v)
(par définition de •|F )

(λ •|F (u+|F v)) = λ • (u+ v)
(par définition de +|F )

(λ •|F (u+|F v)) = (λ • u) + (λ • v)
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3b)

)

(λ •|F (u+|F v)) = (λ •|F u) + (λ •|F v)
(par définition de •|F )

(λ •|F (u+|F v)) = ((λ •|F u) +|F (λ •|F v))
(par définition de +|F )

Donc λ •|F (u+|F v) = (λ •|F u) +|F (λ •|F v).

(c) Montrons que λ •|F (µ •|F u) = (λ · µ) •|F u :
On a :

(λ •|F (µ •|F (u))) = λ • (µ •|F (u))
(par définition de •|F )

(λ •|F (µ •|F (u))) = λ • (µ • u)
(par définition de •|F )

(λ •|F (µ •|F (u))) = (λ · µ) • u
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3c)

)

(λ •|F (µ •|F (u))) = ((λ · µ) •|F u)
(par définition de •|F )

Donc λ •|F (µ •|F u) = (λ · µ) •|F u.

(d) Montrons que 1 •|F u = u :
On a :

(1 •|F u) = 1 • u
(par définition de •|F )

(1 •|F u) = (u)
(

car (E,+, •) est un espace vectoriel
et par définition 3.(3d)

)

Puis, 1 •|F u = u.
Ainsi (F,+|F , •|F ) est un K-espace vectoriel.
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Proposition 9

Si (E,+, •) est un K-espace vectoriel, alors {0E} et E sont deux sous-espaces
vectoriels de E.

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.

1. Montrons que {0E} est un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

(a) On a : 0E ∈ {0E} donc 0E est non vide.

(b) On a 0E ∈ E, donc {0E} ∈ E.

(c) Pour u, v ∈ {0E}, on a u = 0E et v = 0E. Puis, u + v = 0E + 0E. Or
0E est un élément neutre pour la loi + définie sur E, donc u + v = 0E.
D’où u+ v ∈ {0E}.

(d) Pour λ ∈ K et u ∈ E, on a u = 0E. Puis λ•u = λ•0E. Puis par la
propriété 3, λ • u = 0E. D’où, λ • u ∈ {0E}.

Donc {0E} est un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

2. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

(a) On a : 0E ∈ E, donc E est non vide.

(b) On a E = E puis E ⊆ E.

(c) Pour u, v ∈ E, on a u+ v ∈ E car + est une loi interne.

(d) Pour u ∈ E et λ ∈ K, on a λ • u ∈ E, car • est une loi externe.

Donc E est un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

Proposition 10

Soit (E,+, •) est un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble non vide et soit
(Ei)i∈I une famille de sous-espaces vectoriel de (E,+, •) indexée par I.
Alors l’interection

⋂

i∈I Ei de tous les sous-espaces Ei est un sous-espace de
(E,+, •).

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit I un ensemble non vide et soit (Ei)i∈I une famille de sous-espaces vectoriel
de (E,+, •) indexée par I.

Montrons que
⋂

i∈I Ei est un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

1. Soit i ∈ I,
On a 0E ∈ Ei (par la propriété 4).
Donc 0E ∈

⋂

i∈I Ei.
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2. Soit j un élément de l’ensemble I (car l’ensemble I est non vide).

On a Ej ⊆ E et
⋂

i∈I Ei ⊆ Ej. Donc
⋂

i∈I Ei ⊆ E.

3. Soit u, v ∈
⋂

i∈I Ei.
Soit i ∈ I.

On a : u ∈ Ei et v ∈ Ei, donc, par la définition 4.(1), on a : u+v ∈ Ei.
Donc (u+ v) ∈

⋂

i∈I Ei.

4. Soit λ ∈ K et u ∈ F ∩G.
Soit i ∈ I.

On a : u ∈ Ei et λ ∈ K, donc, par la définition 4.(2), on a : λ•u ∈ Ei.
Puis, (λ • u ∈

⋂

i∈I Ei.

Ainsi,
⋂

i∈I Ei est un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

Proposition 11

Il existe un espace vectoriel (E,+, •) et deux sous-espaces vectoriels de
(E,+, •) tels que leur union ne soit pas un sous-espace vectoriel de (E,+, •).

Démonstration. On se place dans (R2,
.

+,
.
·).

Montrons que les ensembles F et G définis par F := {(x, 0) | x ∈ R} et G :=

{(0, y) | y ∈ R} sont des sous-espaces vectoriels de (R2, +,
•

), mais F ∪ G n’est pas
un sous-espace vectoriel de (R2,

.

+,
.
·).

1. (a) On a F ⊆ R2.

(b) On a (0, 0) ∈ F , donc F est non vide.

(c) Soient u, v ∈ F .
Soient x, y ∈ R tels que u = (x, 0) et v = (y, 0).
On a : u

.

+ v = (x+ y, 0 + 0).
Puis, u

.

+ v = (x+ y, 0).
Donc u

.

+ v ∈ F .

(d) Soient λ ∈ R et u ∈ F .
Soit x ∈ R tel que u = (x, 0).
On a : λ

.
·u = (λ · x, λ · 0).

Puis λ
.
· u = (λ · u, 0).

Donc λ
.
· u ∈ F .

Donc F est un sous-espace vectoriel de (E,
.

+,
.
·).

2. (a) On a G ⊆ R2.

(b) On a (0, 0) ∈ G, donc G est non vide.
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(c) Soient u, v ∈ G.
Soient x, y ∈ R tels que u = (0, x) et v = (0, y).
On a : u

.

+ v = (0 + 0, x+ y).
Puis, u

.

+ v = (0, x+ y).
Donc u

.

+ v ∈ G.

(d) Soient λ ∈ R et u ∈ G.
Soit x ∈ R tel que u = (0, x).
On a : λ

.
·u = (λ · 0, λ · x).

Puis λ
.
· u = (0, λ · u).

Donc λ
.
· u ∈ G.

(e) On a : (1, 0) ∈ F et (0, 1) ∈ G. Donc (1, 0) ∈ F ∪ G et (0, 1) ∈ F ∪ G.
On a : (1, 0)

.

+ (0, 1) = (1, 1), et (1, 1) 6∈ F et (1, 1) 6∈ G.
Donc (1, 1) 6∈ F ∪G. Donc F ∪G n’est pas un sous-espace vectoriel de
E.

Donc G est un sous-espace vectoriel de (E,
.

+,
.
·).

Exemple 6

K et {0K} sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K,+, •).

Démonstration. 1. Montrons que {0K} est un sous-espace vectoriel de (K,+, •) :

(a) On a : 0K ∈ {0K}, donc {0K} est non vide.

(b) On a : 0K ∈ K, donc {0K} ⊆ K.

(c) Soient u, v ∈ {0K}.
On a : u = 0K et v = 0K.
Puis, u+ v = 0K + 0K. D’où, u+ v = 0K.
Puis, u+ v ∈ {0K}.

(d) Soient λ ∈ K et u ∈ {0K}.
On a : u = 0K.
Puis, λ • u = 0 • 0K. D’où, en utilisant la propriété 3, λ • u = 0K.
Puis, λ • u ∈ {0K}.

Donc, {0K} est un sous-espace vectoriel de (K,+, •).

2. Montrons que K est un sous-espace vectoriel de (K,+, •) :

(a) On a : 0K ∈ K, donc K est non vide.

(b) On a : K = K, donc K ⊆ K.

(c) Soient u, v ∈ K.
Par la définition 3.(1), u+ v ∈ K.
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(d) Soient λ ∈ K et u ∈ {0K}.
Par la définition 3.(2), λ • u ∈ {0K}.

Donc, K est un sous-espace vectoriel de (K,+, •).

3. Soit F un sous-espace vectoriel de (K,+, •).
Montrons que F = {0K} ou F = K : Distinguons deux cas :
— si il existe x ∈ F tel x 6= 0E,

Alors pour λ ∈ K, on a λ = 1 · λ.
Puis λ = (x · 1

x
) · λ.

Puis, comme · est associative et commutative, λ = (λ · 1
x
) · x.

Donc, par la définition 4.(2), λ ∈ F .
Puis K ⊆ F .
Or F ⊆ K.
Donc F = K.

— Par la propriété 4, 0K ∈ F , on a : F = {0K}.
Ainsi {0K} et K sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K,+, ·).

Exemple 7

L’ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel
du R-espace vectoriel (F(R),

.

+,
.
•).

Démonstration. Montrons que l’ensemble des fonctions continues est un sous-
espace vectoriel de l’ensemble des fonctions de R dans R.

1. Une fonction continue de R dans R est bien une fonction de R dans R, donc
C(R,R) ⊆ F(R,R).

2. La fonction constante égale à zéro est une fonction continue de R dans R
donc C(R,R) 6= ∅.

3. La somme, point à point, de deux fonctions continues de R dans R est une
fonction continue de R dans R.

4. Le produit externe, point à point, d’une fonction continue de R dans R par
un scalaire dans R est bien une fonction continue de R dans R.

Donc C(R,R) est bien un sous-espace vectoriel de (F(R),
.

+,
.
•)

Exemple 8

L’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel de
(RN,

.

+,
.
•).
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Démonstration. Montrons que l’ensemble des suites réelles qui convergent est un
sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel.

1. Une suite de RN qui converge est bien une suite de RN.

2. La suite constance égale à zéro converge.

3. La somme point à point de deux suites qui convergent, converge (vers la
somme des deux limites).

4. Le produit externe d’une suite qui converge par un scalaire par un scalaire,
converge (vers le produit entre le scalaire et la limite de la suite).

Donc l’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel (R(N),

.

+,
.
•).

Exemple 9

Si (E,+, .) est un K-espace vectoriel, alors l’ensemble des suites à valeur
dans E qui stationnent est un sous-espace vectoriel de (EN,

.

+,
.
•).

Démonstration. Montrons que l’ensemble des suites réelles qui stationnent est un
sous-espace vectoriel de R-espace vectoriel.

1. Une suite de RN qui stationne est bien une suite de RN.

2. La suite constance égale à zéro stationne.

3. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites à valeur dans E, qui stationnent. Soit
nu et nv deux entiers naturels tels que pour tout n > nu, un = unu

et pour
tout n > nv, vn = vnv

. On a pour n > maxnu, nv, un + vn = unu
+ vnv

.
Donc la suite (un + vn)n∈N stationne.

4. Soit (un)n∈N, une suite à valeur dans E, qui stationne. Soit λ ∈ K un
scalaire. Soit nu un entier naturel tel que pour tout n > nu, un = unu

. On
a pour n > nu, λ • unu

= λ • un. Donc la suite (λ • un)n∈N stationne.

Donc l’ensemble des suites réelles qui stationnent est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel (R(N),

.

+,
.
•).

Exemple 10

L’ensemble des couples de fonctions (x, y) de R dans R, telles que x et y

soient dérivables et vérifient :

pour tout t ∈ R,

{

δx(t)
δt

= 2 · x(t)− 3 · y(t)
δy(t)
δt

= 3 · x(t)− 2 · y(t),

est un R espace vectoriel pour l’addition point à point composante par com-
posante, et le produit externe point à point et composante par composante.
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Montrons que l’ensemble des solutions dérivables du système :

pour tout t ∈ R,

{

δx(t)
δt

= 2 · x(t)− 3 · y(t)
δy(t)
δt

= 3 · x(t)− 2 · y(t),

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R dans
R, muni de l’addition point à point et composante par composante, et du produit
externe point à point et composante par composante.

1. Une solution de ce système est bien une paire de fonction dérivable.

2. La paire de fonction constante égale à 0 est solution.

3. Soit (x1, y1) et (x2, y2) deux solutions. x1 et x2 sont deux fonctions déri-
vables. Donc x1

.

+ x2 est une fonction dérivable. De même, y1
.

+ y2 est une
fonction dérivable.
De plus, on a :

δ(x1

.

+x2)(t)
δt

= δx1(t)
δt

+ δx2(t)
δt

δ(x1

.

+x2)(t)
δt

= 2 · x1(t)− 3 · y1(t) + 2 · x2(t)− 3 · y2(t)
δ(x1

.

+x2)(t)
δt

= 2 · (x1(t) + x2(t))− 3 · (y1(t) + y2(t))
δ(x1

.

+x2)(t)
δt

= 2 · (x1

.

+ x2)(t)− 3 · (y1
.

+ y2)(t)

et :
δ(y1

.

+y2)(t)
δt

= δy1(t)
δt

+ δy2(t)
δt

δ(y1
.

+y2)(t)
δt

= 3 · x1(t)− 2 · y1(t) + 3 · x2(t)− 2 · y2(t)
δ(y1

.

+y2)(t)
δt

= 3 · (x1(t) + x2(t))− 2 · (y1(t) + y2(t))
δ(y1

.

+y2)(t)
δt

= 3 · (x1

.

+ x2)(t)− 2 · (y1
.

+ y2)(t)

Donc la paire (x1

.

+ x2, y1
.

+ y2) est une solution dérivable du système :

pour tout t ∈ R,

{

δx(t)
δt

= 2 · x(t)− 3 · y(t)
δy(t)
δt

= 3 · x(t)− 2 · y(t),

4. Soit (x, y) une solution et λ ∈ R un scalaire. x est une fonction dérivable.
Donc λ

.
·x est une fonction dérivable. De même, λ

.
·y est une fonction déri-

vable.
De plus, on a :

δ(λ
.

·x)(t)
δt

= λ · x(t)
δt

δ(λ
.

·x)(t)
δt

= λ · (2 · x(t)− 3 · y(t))
δ(λ

.

·x)(t)
δt

= 2 · (λ · x(t))− 3 · (λ · y(t))
δ(λ

.

·x)(t)
δt

= 2 · (λ
.
· x)(t)− 3 · (λ

.
· y)(t)

25



et :
δ(λ

.

·y)(t)
δt

= λ · y(t)
δt

δ(λ
.

·y)(t)
δt

= λ · (3 · x(t)− 2 · y(t))
δ(λ

.

·y)(t)
δt

= 2 · (λ · x(t))− 2 · (λ · y(t))
δ(λ

.

·y)(t)
δt

= 2 · (λ
.
· x)(t)− 2 · (λ

.
· y)(t)

Donc la paire (λ
.
· x, λ

.
· y) est une solution dérivable du système :

pour tout t ∈ R,

{

δx(t)
δt

= 2 · x(t)− 3 · y(t)
δy(t)
δt

= 3 · x(t)− 2 · y(t),

Donc l’ensemble des solutions dérivables du système :

pour tout t ∈ R,

{

δx(t)
δt

= 2 · x(t)− 3 · y(t)
δy(t)
δt

= 3 · x(t)− 2 · y(t),

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R dans
R, muni de l’addition point à point et composante par composante, et du produit
externe point à point et composante par composante.

5 Sous-espaces engendrés

Définition 10

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit (λi, ui)1≤i≤n une famille finie de n couples dans K× E.
On définit les sommes partielles Si pour 0 ≤ i ≤ n par :

{

S0 = 0E

Sk = Sk−1 + λk • uk pour 1 ≤ k ≤ i

On appelle combinaison linéaire de la famille (ui)1≤i≤n par les coefficients de
la famille (λi)1≤i≤n, le vecteur Sn ∈ E.

Démonstration. Par récurrence sur k compris entre 0 et n, on montre que la somme
partielle Sk est bien définie et que Sk ∈ E.

— On a : S0 = 0E. Puis S0 est bien définie et S0 ∈ E.
— Supposons qu’il existe k un entier tel que 0 ≤ k < n, et tel que Sk soit

bien définie et Sk ∈ E. Alors Sk ∈ E. De plus, λk+1 ∈ K et uk+1 ∈ E.
Donc par la définition 3.(2), λk+1 • uk+1 ∈ E. Puis, par la définition 3.(1),
Sk + λk+1 • uk+1 est bien défini et est un élément de E.
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Donc par récurrence, la somme Sn est bien définie et est un élément de E.

Notation 2

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
On note :

n
∑

i=1

λi • ui,

la combinaison linéaire de la famille (ui)1≤i≤n par les coefficients de la famille
(λi)1≤i≤n.

Proposition 12

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel, n un entier naturel, (ui)1≤i≤n une famille
d’éléments de E, (λi)1≤i≤n une famille d’éléments de K, et σ une bijection
de l’ensemble des entiers entre 1 et n dans lui-même.
Alors :

n
∑

i=1

λi • ui =
n

∑

i=1

λσ(i) • uσ(i).

Démonstration. Par induction (longue preuve), en utilisant l’associativité et la
commutativité de la loi +

Notation 3

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble fini et (λi, ui)i∈I ∈
(K× E)I une famille de couple dans K× E indexée par I. On note :

∑

i∈I

λi•ui :=
n

∑

k=1

λσ(k)•uσ(k).

où n est le cardinal de i, et σ une bijection de I dans {k | 1 ≤ k ≤ n}.

Théorème 1

Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel. Soit A ⊆ E une partie de E. Il existe
un ensemble F tel que :

— F soit un sous-espace de (E,+, •) ;
— A soit un sous-ensemble de E ;
— pour tout sous-espace G de (E,+, •) tel que A ⊆ G, on ait F ⊆ G.

L’ensemble F est alors appelé le sous-espace de (E,+, •) engendré par A.
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Démonstration. On note G l’ensemble des sous-espaces vectoriels de (E,+, •) qui
contiennent A. On sait que G est non vide. En effet, par la propriété 4, E est un
sous-espace de E et comme A ⊆ E, on a : E ∈ G. On définit

⋂

G := {u ∈ E | ∀F ∈
G, u ∈ G}.

1. Montrons que A ⊆
⋂

G.
Soit u ∈ A.
Soit G ∈ G, par définition, on a : A ⊆ G, donc u ∈ G.
Puis u ∈

⋂

G.

2. D’après la propriété 4, l’ensemble
⋂

G est un sous-espace de E.

3. Soit G′ un autre sous-espace vectoriel de E contenant A. Montrons que
⋂

G ⊆ G′.
Soit u ∈

⋂

G. Par définition, on a : G′ ∈ G, donc u ∈ G′.
Puis

⋂

G ⊆ G′.

Notation 4

Soit (E,+, .) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Le sous-espace de
(E,+, .) engendré par A est noté Vect(A).

Théorème 2

Soit (E,+, .) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Alors :

Vect(A) =

{

n
∑

i=1

λi • ui

∣

∣

∣

∣

∣

n ∈ N, (ui)∈A
n, (λi) ∈ Kn

}

.

Démonstration. On note F := {
∑n

i=1 λi • ui | n ∈ N, (ui)∈A
n, (λi) ∈ Kn}. Mon-

trons que F satisfait les hypothèses du théorème 5.

1. Soit a ∈ A. Par la définition 3.(3d), on a a = 1 • a. Posons, a1 :== a et
λ1 :== 1. On a : a =

∑

i∈{1} λi • ai. Puis a ∈ F .
Donc A ⊆ F .

2. Montrons que F est un sous-espace de (E,+, •).

(a) On a 0E =
∑

i∈∅ _ • _. Donc F n’est pas vide.

(b) Soit u, u′ ∈ F . Soit n, n′ deux entiers, (λi)1≤i≤n et (λ′
i)1≤i≤n′ deux familles

de scalaires dans K et (ui)1≤i≤n et (u′
i)1≤i≤n′ deux familles de vecteurs
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dans A, tel que : u =
∑n

i=1 λi • ui et u′ =
∑n′

i=1 λ
′
i • u′

i. Nous notons
n′′ := n+ n′. (λ′′

i )1≤i≤n′′ la famille de scalaires dans K définie par :

λ′′
i =

{

λi si i ≤ n

λ′
i−n sinon,

et (u′′
i )1≤i≤n′′ la famille d’élément de A, définie par :

u′′
i =

{

ui si i ≤ n

u′
i−n sinon,

On a, par associativité,
∑n

i=1 λi • ui +
∑n′

i=1 λ
′
i • u

′
i =

∑n′′

i=1 λ
′′
i • u

′′
i . Puis

u+ u′ ∈ F .

(c) Soit λ ∈ K un scalaire et soit u ∈ F un élément.
3. Montrons maintenant que F le plus petit sous espace vectoriel de E qui

contient A.
Prennons G un sous-espace vectoriel de E qui contient l’ensemble A. Pren-
nons u un élément de F . Nous voullons montrer que u est aussi un éléménet
de G.

Soit n ∈ N un entier naturel, (λi)1≤i≤n une famille de n scalaires dans
K, et (ui)1≤i≤n une famille de n vecteurs de A tel que u =

∑n

i=1 λi•ui.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k entre 0 et n,
la combinaison linéaire

∑k

i=1 λi • ui est un élément de G.
— Pour k = 0.

Nous avons
∑0

i=1 λi • ui = 0E et 0E ∈ G (d’après la propriété
4).

— Supposons qu’il existe un entier k0 entre 0 et n − 1 tel que
∑k0

i=1 λi • ui soit élément de G.
Nous avons λk0+1 ∈ K et uk0+1 ∈ A.
Or A ⊆ G, donc λk0+1 ∈ K et uk0+1 ∈ G.
Comme G est un sous-espace vectoriel, λk0+1 • uk0+1 ∈ G.
Puis comme G est un sous-espace vectoriel et que

∑k0
i=1 λi • ui,

(

∑k0
i=1 λi • ui

)

+ λk0+1 • uk0+1 ∈ G.

Or
∑k0+1

i=1 λi • ui =
(

∑k0
i=1 λi • ui

)

+ λk0+1 • uk0+1.

Donc
∑k0+1

i=1 λi • ui ∈ G.
Ainsi par récurrence, la combinaison linéaire

∑n

i=1 λi • ui est un
élément de G.

Puis u ∈ G.
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Donc F ⊆ G.

Remarque 1

Si F est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel (E,+, •), alors
Vect(F ) = F .

Démonstration. Soit (E,+, •) un K-espace vectoriel.
Soit F un sous-espace vectoriel de E.

— Par définition, on a F ⊆ Vect(F ).
De plus, on a :

1. F ⊆ F ;

2. F est un sous-espace vectoriel ;

3. et F ⊆ E.

Or Vect(F ) est un sous-ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E

qui contiennent F .
D’où Vect(F ) ⊆ F .

Puis Vect(F ) = F .

Exemple 11

Si (E,+, •) est un K-espace vectoriel, alors {0E} est le sous-espace de
(E,+, •) engendré par {0E} ; de plus, E est le sous-espace vectoriel engendré
par E.

Démonstration. D’après la propriété 4, {0E} et E sont des sous-espaces vectoriels
de (E,+, •). Puis par la remarque 5, on a : Vect({0E}) = {0E} et Vect(E) = E.

Exemple 12

Le sous-espace de (R3,
.

+,
.
•) engendré par {(1, 0, 0)} est {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.

Démonstration. 1. Montrons que : {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} ⊆ Vect({(1, 0, 0)}). Soit
λ ∈ R.
On a : (λ, 0, 0) = λ

.
• (1, 0, 0).

Donc (λ, 0, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1, 0, 0)}.
Puis, par le théorème 5, (λ, 0, 0) ∈ Vect({(1, 0, 0)}).
D’où, {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} ∈ Vect({(1, 0, 0)}).
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2. Montrons que : Vect({(1, 0, 0)}) ∈ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} est un sous-espace
vectoriel de (R3,

.

+,
.
•) qui contient {(1, 0, 0)}.

(a) On a pour λ = 1, (λ, 0, 0) = (1, 0, 0), donc {(1, 0, 0)} ⊆ {(λ, 0, 0) | λ ∈
R}.

(b) Montrons que {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de (R3,
.

+
,
.
•).

i. On a : {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} 6= ∅, puisque (1, 0, 0) ∈ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.

ii. On a : {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} ⊆ R3.

iii. Soient u, v ∈ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.
Soient λ, µ ∈ R tels que u = (λ, 0, 0) et v = (µ, 0, 0).
On a : u

.

+ v = (λ+ µ, 0, 0) et λ+ µ ∈ R.
D’où : u

.

+ v ∈ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.

iv. Soit u ∈ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} et λ ∈ R.
Soit µ ∈ R, tel que u = (µ, 0, 0).
On a : λ

.
• u = (λ · µ, 0, 0) et λ · µ ∈ R.

D’où : λ
.
• u ∈ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.

Donc {(λ, 0, 0) | λ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de (R3,
.

+,
.
•).

Puis par le théorème 5, on a : Vect({(1, 0, 0)}) ⊆ {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.
Puis Vect({(1, 0, 0)}) = {(λ, 0, 0) | λ ∈ R}.

Exemple 13

Le sous-espace de (K3,
.

+,
.
•) engendré par {(1, 1, 0)} est {(λ, λ, 0) | λ ∈ K}.

Démonstration. 1. Montrons que : {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} ⊆ Vect({(1, 1, 0)}). Soit
λ ∈ R.
On a : (λ, λ, 0) = λ

.
• (1, 1, 0).

Donc (λ, λ, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1, 1, 0)}.
Puis, par lé théorème 5, (λ, λ, 0) ∈ Vect({(1, 1, 0)}).
D’où, {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} ∈ Vect({(1, 1, 0)}).

2. Montrons que : Vect({(1, 1, 0)}) ∈ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} est un sous-espace
vectoriel de (R3,

.

+,
.
•) qui contient {(1, 1, 0)}.

(a) On a pour λ = 1, (λ, λ, 0) = (1, 1, 0), donc {(1, 1, 0)} ⊆ {(λ, λ, 0) | λ ∈
R}.
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(b) Montrons que {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de (R3,
.

+
,
.
•).

i. On a : {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} 6= ∅, puisque (1, 1, 0) ∈ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.

ii. On a : {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} ⊆ R3.

iii. Soient u, v ∈ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.
Soient λ, µ ∈ R tels que u = (λ, λ, 0) et v = (µ, µ, 0).
On a : u

.

+ v = (λ+ µ, λ+ µ, 0) et λ+ µ ∈ R.
D’où : u

.

+ v ∈ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.

iv. Soit u ∈ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} et λ ∈ R.
Soit µ ∈ R, tel que u = (µ, µ, 0).
On a : λ

.
• u = (λ · µ, λ · µ, 0) et λ · µ ∈ R.

D’où : λ
.
• u ∈ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.

Donc {(λ, λ, 0) | λ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de (R3,
.

+,
.
•).

Puis par le théorème 5, on a : Vect({(1, 1, 0)}) ⊆ {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.
Puis Vect({(1, 1, 0)}) = {(λ, λ, 0) | λ ∈ R}.

Exemple 14

Le sous-espace de (K3,
.

+,
.
•) engendré par {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} est

{(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ K}.

Démonstration. 1. Montrons que : {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} ⊆ Vect({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}).
Soit λ, µ ∈ R.
On a : (λ, µ, 0) = λ

.
• (1, 0, 0)

.

+ µ
.
• (0, 1, 0).

Donc (λ, µ, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}.
Puis, par le théorème 5, (λ, µ, 0) ∈ Vect({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}).
D’où, {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} ∈ Vect({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}).

2. Montrons que : Vect({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}) ∈ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} est un sous-espace
vectoriel de (R3,

.

+,
.
•) qui contient {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}.

(a) On a pour λ = 1 et µ = 0, (λ, µ, 0) = (1, 0, 0), donc {(1, 0, 0)} ⊆
{(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.

(b) On a pour λ = 0 et µ = 1, (λ, µ, 0) = (0, 1, 0), donc {(0, 1, 0)} ⊆
{(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.

(c) Montrons que {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de
(R3,

.

+,
.
•).
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i. On a : {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} 6= ∅, puisque (1, 0, 0) ∈ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈
R}.

ii. On a : {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} ⊆ R3.

iii. Soient u, u′ ∈ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.
Soient λ, µ ∈ R tels que u = (λ, µ, 0).
Soient λ′, µ′ ∈ R tels que u′ = (λ′, µ′, 0).
On a : u

.

+ u′ = (λ+ λ′, µ+ µ′, 0) et λ+ λ′ ∈ R et µ+ µ′ ∈ R.
D’où : u

.

+ u′ ∈ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.

iv. Soit u ∈ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} et ν ∈ R.
Soit λ, µ ∈ R, tel que u = (λ, µ, 0).
On a : ν

.
• u = (ν · λ, ν · µ, 0) et ν · λ ∈ R et ν · µ ∈ R.

D’où : ν
.
• u ∈ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.

Donc {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R} est un sous-espace vectoriel de (R3,
.

+,
.
•).

Puis par le théorème 5, on a : Vect({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}) ⊆ {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈
R}.

Puis Vect({(1, 0, 0), (0, 1, 0)}) = {(λ, µ, 0) | λ, µ ∈ R}.

Exemple 15

Pour k ∈ N, δk est la suite définie par :
{

δkn = 1 si k = n

δkn = 0 sinon

Le sous-espace de (KN,
.

+,
.
·) engendré par les suites {δk | k ∈ N} est l’en-

semble des suites de KN qui stationnent en 0.

Démonstration. — (⊆) Soit (un)n∈N ∈ Vect(
{

δk
∣

∣ k ∈ N
}

).
Par la définition 5, on peut choisir I un sous ensemble fini de N et (λi)i∈I ∈
KN une famille de scalaires indexée par I, tel que (un) =

∑

i∈I λi

.
· δi.

Comme I est une partie finie de N, il existe n0 ∈ N tel que pour tout i ∈ I,
i < n0.
Puis, pour n > n0, on a : un =

∑

i∈I λi · δ
i
n ; or pour i ∈ I, on a : i < n0,

puis i 6= n0. Donc un = 0.
Ainsi, (un) stationne en 0.

— (⊇) Soit (un)n∈N une suite qui stationne en 0.
Soit n0 ∈ N un indice tel que pour tout n ≥ n0, un = 0.
On prend I = {i | 1 ≤ i ≤ n0} et la famille (λk)k∈I ∈ KI de scalaires
indexée par I définie par λi := ui, pour i ∈ I.
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On considère la suite
∑

i∈I λi

.
· δi.

Pour n ∈ N,
— si n ≤ n0,

on a : (
∑

i∈I λi

.
· δi)n =

∑

i∈I λi · δ
i
n ; puis, (

∑

i∈I λi

.
· δi)n = λn ; puis,

(
∑

i∈I λi

.
· δi)n = un.

— si n > n0,
on a : un = 0 et pour i ∈ I, δin = 0, donc (

∑

i∈I λi

.
· δi)n = 0 ; puis

(
∑

i∈I λi

.
· δi)n = un.

Ainsi, (un)n∈N =
∑

i∈I λi

.
· δi.

Puis, (un) ∈ Vect({δk | k ∈ N}).
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