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Comment trouver les coordonnees d’'un vecteur dans une autre
base?

Comment parler de la matrice d'un endomorphisme dans une
autre base?
W W= N© +/’L2
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Changement de base

J Définition 1 - Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient e =
(e,...,e,) et e = (e),...,e,) deux bases de E. On appelle
matrice de passage de e dans e/, notée P¢, la matrice dont la
i-eme colonne contient les coordonnées de e; dans la base e.
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Changement de base
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Proposition 1

Si X est une matrice colonne contenant les coordonnees de
x € E dans la base €/, alors PS¢ X contient les coordonnees de
15_ x dans la base e.
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Changement de base
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Proposition 2

Soit E un K-espace vectoriel et e et e’ deux bases de E.
La matrice P, est inversible et son inverse est P .
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Comment trouver la matrice d’'un endomorphisme dans une autre X QWV& ‘1( Z 0</~| G_

base?
Proposition 3 AX %)mﬂlﬁ cp (5 ) oﬂA e .
Soit o € L(E). Soit A la matrice de ¢ dans la base e. La matrice ;th 4l %& a[.é, 2 O{b 2 1 :
de ¢ dans e’ est : — — ~
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Matrices diagonales
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Un type de matrice simple

Définition 2

Une matrice diagonale est une matrice dont seuls les éle-
ments sur la diagonales sont eventuellement non nuls. C'est
a dire qu’elles sont de la forme
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Matrices diagonales
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Proposition 4
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Exemple 1 ) cl!; \

idé bt - : jrrorics Y
Considerons la symetrie dont ['axe est porte par le vectgur { ® CF X < C
(2,1). Pouvez-vous trouver une base dans laquelle sa matrice le ?{1 /]J.% —~
est particulierement simple ? Pouvez-vous trouver sa matrice 0O -4 F -l /e ;‘_,5
dans la base canonique?
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Matrices diagonales
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On a fait :
base bien adaptee — base canonique

Comment faire l'inverse ?
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Diagonalisation
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Définition 3

On dit qu'une matrice carree A € M, (K) est diagonalisable s
on peut la tranformer en matrice diagonale par changement
de base.

C'est-a-dire s'il existe P € M, (K) inversible telle que

P~1AP

est diagonale.
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Diagonalisation
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Proposition 5

Soit A, une matrice diagonalisable, D une matrice diagonale et
P une inversible telle que A= PDP~'.0On a

vn € N A" = pD"P~!

Z 1 ~\
A = (PDPT) - (FDF G SP__{ )
_ pEP)DE= P T
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Diagonalisation

000000000

Definition 4 - Valeur propre d’'un endomorphisme

Soitu € L(E). On dit que A € K est une valeur propre de u s'il
existe un vecteur x non nul tel que

-H e

Deéfinition 5 - Valeur propre d’'une matrice

Soit A € M,(K).On dit que X € K est une valeur propre de A
s'Il existe une matrice colonne x € M; ,(K) non nulle tel que

AX = \X
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Diagonalisation
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Deéfinition 6 - Vecteur propre d’un endomorphisme

Soitu € L(E). Ondit que x € E\ {0} est un vecteur propre de
u s'il existe un scalaire \ € K tel que

Ux)=M\-x

On dit que x est un vecteur propre associe a \.

Si on trouve une base constituée de vecteurs propres, la matrice de
u dans cette base est diagonale.
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Diagonalisation
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Définition 7 - Vecteur propre d’'une matrice

Soit A € M,

K). On dit que XM n(

K) \ {0} est un vecteur

propre de A s'il existe un scalaire \ € K tel que

AX = A\X

On dit que x est un vecteur propre associé a \.

Olivier Nicole
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Diagonalisation
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Definition 8 - Polynome caracteristique d’'une matrice 2 x 2

Soit
a c
A= (5 4)

une matrice a valeurs dans K. On appelle polynome caracte-
ristique de A le polynome :

(a@a—x)(d—x)—Dbc
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Diagonalisation
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Theoreme 1

SoitA € M,(K). Pourtout A € K, \ estvaleur propre de A si et
seulement si A est racine du polynome caracteristique de A.

Soit A € M5 (K). Si le polynome caractéristique de A possede

deux racines distinctes, alors A est diagonalisable.

Methode :

Resoudre le polynome caractéristique et trouver les valeurs
propres

Trouver 2 vecteurs propres en resolvant le systeme AX = \X
pour chaque valeur propre.
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Diagonalisation
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Conclusion

m On peut calculer la matrice d’'un endomorphisme dans
differentes bases.

m Dans une base bien choisie, la matrice d'un endomorphisme
peut étre plus simple (par exemple diagonale).

m On aime bien les matrices diagonales pour faire des calculs.

m En suivant une méthode, on peut diagonaliser certaines
matrices.

m Pour diagonaliser une matrice n x n, il faut resoudre un
polynome de degre n.
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