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1 Calcul des propositions

Résumé

Dans ce cours, nous introduisons le calcul propositionnel. Cette logique
permet d’écrire des formules & propos de variables atomiques, connectées
par des opérateurs logiques comme la disjonction (ou), la conjonction (et),
ou la négation. Elle ne comporte pas de quantificateurs (« pour tout », « il
existe »). Puis nous introduisons les quantificateurs. Le but est d’établir des
bases pour le raisonnement mathématique.

*Ce document est repris du cours de Marc CHEVALIER, avec son aimable autorisation.
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1.1 Syntaxe

La syntaxe d’un langage formalise les phrases (ou formules, ou programmes)
que nous pouvons écrire. Une syntaxe est généralement donnée par un alphabet
de symboles, et des régles de bonne formation pour les phrases ou mots que nous
voulons écrire avec ces symboles.

Les phrases (ou formules) du calcul propositionnel sont des suites de symboles
qui obéissent a des régles grammaticales. Définissons tout d’abord I'alphabet de
ces symboles.

Définition 1 — Alphabet

Un symbole est 'une de ces quatre entités :
— une variable propositionnelle (ou proposition atomique, ou atome) :
A, B, C, Ay, ..., Ay,
— une constante : T, L;
— un connecteur logique : V, A, —;
— une paire de séparateurs : (, ).

Nous pouvons maintenant donner les régles de bonne formation (ou grammaire)
qui définissent les phrases (ou formules) qui sont correctement formées. C’est une
définition par induction. Nous définissons d’abord les formules élémentaires. Puis
on s’autorise des régles de construction de formule. Nous en apprendrons plus sur
I'induction, ou les récurrences en général dans les prochains cours.

Définition 2 — Formules

L’ensemble des formule est définie par induction par :
— les variables et constantes propositionnelles sont des formules ;
— si g1 et o sont des formules :
— 1 A @9 est une formule;
— 1 V 9 est une formule ;
— —pp est une formule;
— (1) est une formule.

Exemple 1

— T

— A

— (AN (4))

— ((AV B) A (n4))

— ((((=A) A L)) A A)
sont des formules.

— ()AV



— A-B
ne sont pas des formules.

’_{ Définition 3 — Priorité des opérateurs ]

Les opérateurs par ordre de priorité décroissante :
—
o /\;
— V.

,_[ Définition 4 — Taille d’une formule }

Etant donné une formule o, on définit sa taille || par :
— 1 si ¢ est une variable ou constante propositionnelle ;
— lea] st =(p1);
— 1+ |p1| sip ==
— 1+ max (|ea], p2]) si @ =1V s 0u o = o1 A pa;
ol p; et g sont des formules du calcul propositionnel.

Exemple 2
| |

— T est de taille 1

— A est de taille 1

— (AN (mA)) est de taille 3

— ((AV B) A (—A)) est de taille 3
— ((=((mA) A L)) AN A) est de taille 5

_| Définition 5 |

On définit 'ensemble des variables par induction sur les formules de la ma-
niére suivante :

— Var (A) = {A} si A est une variable propositionnelle

— Var(T) =g,
— Var (1) =g;
— Var (—¢) = Var () si ¢ est une formule du calcul propositionnel ;

— Var (1 A 2) = Var (1) U Var (¢2) si ¢1 et @2 sont deux formules du
calcul propositionnel ;

— Var (1 V ¢2) = Var (1) U Var (¢2) si ¢1 et @5 sont deux formules du
calcul propositionnel.




Exemple 3

Nous avons :

— Var (A) = {A}.

— Var((A A (~A))) = {4}.

— Var ((AV B) A (-A)) = {A, B}.
— Var((=((=A) A L)) A A) = {A}.

On prouve que cette définition correspond bien a la notion intuitive de variables
d’une formule.

Proposition 1 ]

Soit ¢ une formule. Les variables propositionnelles qui apparaissent dans ¢
sont exactement Var ().

Démonstration. — En effet, A est la seule variable qui apparait dans la formule
A.

— De plus, aucune variable n’apparait dans les formules T et L.

— Par définition, les symboles (, ), et = ne sont pas des variables. Les va-
riables qui apparaissent dans la formule Var ((—y)) sont donc des variables
de Var (). Réciproquement tous les symboles de ¢ apparaissent dans (—¢),
donc toutes les variables qui apparaissent dans ( apparaissent aussi dans
(). Ainsi, les deux ensembles Var (¢) et Var ((—¢)) sont égaux.

— Par définition, les symboles (, ), et A ne sont pas des variables. Les va-
riables qui apparaissent dans la formule (¢ A ¢2) sont donc des variables
de Var (¢1) ou de Var (p3). Réciproquement tous les symboles de ¢ ou dans
o apparaissent dans (@1 A ¢3), donc toues les variables qui apparaissent
dans ¢ ou dans ¢, apparaissent aussi dans (o1 A ¢s).

— Par définition, les symboles (, ), et V ne sont pas des variables. Les va-
riables qui apparaissent dans la formule (¢ V 2) sont donc des variables
de Var (¢1) ou de Var (p3). Réciproquement tous les symboles de ¢ ou dans
o apparaissent dans (@1 V ¢s), donc toues les variables qui apparaissent
dans @1 ou dans s apparaissent aussi dans (@1 V ¢2).

[

1.2 Sémantique

Nous voulons maintenant donner un sens a ces formules. Le but de la séman-
tique est définir formellement ce sens. Nous commencons par définir les régles de
calculs qui donnent un sens aux formules sans variable. Puis nous définissons le
sens des formules avec variables comme la valeur qu’elle prenne selon la valeur



associée a ses variables. Nous pourrons alors définir si deux formules (différentes)
ont la méme signification.

Une variable propositionnelle peut prendre deux valeurs : # (vrai) et ff (faux).
Elles sont aussi parfois noté respectivement T et L, ou 1 et 0. On note B ’ensemble
de ces deux valeurs. On veut donc définir la valeur de vérité d’une formule pro-
positionnelle. Mais pour cela, il faut définir la valeur de vérité de chaque variable.
On introduit donc la notion d’environnement.

Définition 6 — Environnement

Soit V' un ensemble de variables propositionnelles. Un environnement sur V'

est une fonction de V' — B.

Exemple 4
La fonction
{A,B} - B
A it
B~ ff

est un environnement sur {A, B}.

Nous pouvons maintenant évaluer une formule ¢ sur un environnement ¢ en
remplagant toutes les occurrences des variables par le symbole qui leur est associé
dans 'environnement et en calculant la sémantique de la formule sans variable
obtenue. Nous donnons maintenant une définition plus formelle de I'évaluation
d’une formule.

Définition 7 — Evaluation

Soient ¢ une formule et V' un sur-ensemble fini de Var (¢). Notons V' :=
{A1,..., A,}. Soit o un environnement sur V.

Nous définissons 1'évaluation [¢]  de ¢ sur I'environnement o par induction
de la maniére suivante :

— L], = 1f;

— [T],=#;

T [Ai]g = U(Al) )

— ()], = [¢ly; | |
o [(_%0)]0 — tt Sl [90]0 = ffa

ff  sinon;

— (g1 V)], = {

tt  sip1], =t ousi [p], =,

ff  sinon;



tt si[pa], =t etsi[p], =,

— [(p1 A pa)], = {

ff  sinon.

Exemple 5

Soit o, I'environnement sur {A, B}

A it
B =i

Pour définir la sémantique des formules avec variables, nous allons regarder
quelles valeurs elles prennent lorsque nous donnons une valeur Booléenne leurs
variables. Nous remplagons ainsi toutes les variables de la formule par le symbole
L ou par le symbole T et nous regardons la sémantique de la formule sans variables
obtenue. Nous considérons toutes les combinaisons possibles pour la valeur des
variables.

Définition 8 — Table de vérité

Soient ¢ une formule et V' un sur-ensemble de Var (¢) non vide. La séman-
tique de la formule ¢ (paramétrée par V') est une fonction associant chaque
environnement o sur V' a la valeur [¢]_ prise par ¢ pour I'environnement o.
Cette fonction est aussi appelée table de vérité. Elle est notée [¢],.

Exemple 6
Nous donnons la table de vérité de la formule (AV ((=B)AC)) sur I'ensemble



de variables {A; B; C'}.

[A], | [Bl, | [C], | [(=B)], [ [((=B)AC)], | [(AV ((=B) ACO))],
ffl 0 tt ff ff
ffl ot t tt tt
ffolw | ff ff ff
ff | | # ff ff Jf
LS tt ff tt
w | ff | u i i i
|| ff ff t
| # | # i ff t

On remarque qu’il n’y a qu'un nombre fini de possibilités mais qu’il y a un
nombre infini de formules avec un ensemble donnée de variables. Par conséquent,
certaines formules ont la méme table. On parle d’équivalence sémantique.

Définition 9 — Equivalence sémantique

Soit 1 et ¢y deux formules du calcul propositionnel. Nous dirons que ¢,
et @9 sont équivalentes sur le point sémantique si et seulement si les deux
tables de vérités coincident ie. [¥1]v, (o uvar(es) = [920Var(or)uvar(ps) D2DS
ce cas, nous noterons ¢; = @s.

Exemple 7

Deux formules équivalentes n’ont pas nécessairement le méme ensemble de
variables. Ainsi, nous avons :

((AN(-A)VB)=B

Démonstration. 1. Montrons que ces deux formules n’ont pas le méme en-
semble de variables.
Nous avons :
Var (((AA(-A)) V B)) = {4, B}
et :
Var (B) = {B}.
Donc A € Var (((AA (mA))V B)) et A ¢ Var (B). Puis Var (((AA (-A)) V B)) #
Var (B).

2. Montrons que ces deux formules sont sémantiquement équivalentes.



[Al, | [Bl, || [(Z A, | [(AA (A, || [((AA(2A) V B, || [B],
i tt I ff I
]t t I tt t
t | Jf I If ff I

t | # I ff tt t

D'on, ((AA(-A))V B) = B.
Ainsi les formules ((A A (=A)) V B) et B sont sémantiquement équivalentes

mais non pas le méme ensemble de variables. [l

Définition 10 — Tautologie
Soit ¢ une formule. Nous dirons que ¢ est une tautologie si et seulement si

p=T.

Exemple 8

La formule T est une tautologie.

Démonstration. Donnons la table de vérité de la formule T sur ’ensemble de
variables {A}.

[A], || [T],
o
i | #

Exemple 9
La formule (A V (—A)) est une tautologie.

Démonstration. Donnons la table de vérité de la formule (AV (—A)) sur I'ensemble
de variables {A}.

Al || [(0A)], || [(AV (=4))],

I t t
t f f




Exemple 10
La formule (=(A A (—A))) est une tautologie

Démonstration. Donnons la table de vérité de la formule (=(A A (—=A))) sur l'en-

semble de variables {A}.

(Al | [CA), | (AN A, [ [(HAAEA))],

Jf i If it
tt i J/f tt

Définition 11 — Contradiction
Soit ¢ une formule. Nous dirons que ¢ est une contradiction si et seulement
sip=_1.

Exemple 11

La formule 1 est une contradiction.

Démonstration. Donnons la table de vérité de la formule L sur ’ensemble de

variables {A}.

[Al, || [,
;oI
t | ff

Exemple 12

La formule (A A (—A)) est une contradiction.

Démonstration. Donnons la table de vérité de la formule (AV (—A)) sur 'ensemble
de variables {A}.

[Alp || [0A), || [(AA(=A))],

If tt i
tt I Jf




Exemple 13

La formule (=(AV (=A))) est une contradiction.

Démonstration. Donnons la table de vérité de la formule (=(A V (—A))) sur l'en-

semble de variables {A}.

[Al, | (A, [ [(AV (=A))], || [(2(AV (=4))],
If tt tt I
tt I t I

1.3 Autres connecteurs logiques

En théorie, il peut y avoir 4 (221) connecteurs unaires avec des sémantiques
différentes, 16 (222) connecteurs binaires avec des sémantiques différentes, (puis
22° connecteurs ternaires). Certains opérateurs ont une importance particuliére,
comme l'implication ou I’équivalence, puisqu’ils sont couramment utilisés dans le
langage naturel. Les autres sont une curiosité qu’on ne développera pas ici.

On introduit un nouveau connecteur dans la construction des formules : 1'im-
plication.

Définition 12 — Implication

On introduit le connecteur = : (¢1 = ¢2) est une formule propositionnelle.
On lui donne la sémantique :

tt st [pa], = ff ou [o], =t

[(p1 = ©2)], = { "

ff  sinon;

Proposition 2 ]

Nous avons :
(01 = ©2) = ((m1) V 2).

Démonstration. Nous vérifions que pour tout environnement o que, quel que soit
I’évaluation des formules ¢ et o sur 'environnement o, I’évaluation des formules
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(p1 = va) et ((—¢1) V p2) sur Penvironnement o donne toujours la méme valeur.

[p1], | [pal, || [(m)]y || [((mp1) V p2)l, || [(01 = wa)],
IS t tt #
i tt tt tt #
| ff /f i i
# i ff i #

Proposition 3 ]

Nous remarquons que (L = ¢1) est une tautologie

Démonstration. Nous vérifions que pour tout environnement o que, quel que soit
I’évaluation de la formule ¢; sur 'environnement o, I’évaluation de la formule
(L = 1) donne toujours la valeur #.

lp1ly || [L, || [L = ¢,

Jf Jf 4
iw | ff i

Définition 13 — Equivalence

On introduit le connecteur < : (¢ < ¢2) est une formule propositionnelle.
On lui donne la sémantique :

ttsi[p], = [@a],
ff  sinon;

(o1 & @2)], = {

Proposition 4 ]

Nous avons :
(1 € 92) = ((1 = @2) A (2 = ¢1)).

Démonstration. Nous vérifions que pour tout environnement o que, quel que soit
I’évaluation des formules ¢ et 9 sur 'environnement o, I’évaluation des formules

11



(1 & p2) et ((p1 = @2) A (p2 = 1)) sur I'environnement o donne toujours la
méme valeur.

(1], | (2], || [(o1 = ©2)], | [(p2 = @1)], || [((1 = w2) A (02 = ¢1))], || [(p1 & 92)],
I 4 i t i
i t t Jf i Jf
t i i 4 i Jf
]

1.4 Les régles de calcul

Proposition 5 — DE MORGAN

|
(=(p1 V p2)) = ((m1) A (m2))
(=(p1 A p2)) = ((m1) V (p2))

Démonstration. Nous vérifions que pour tout environnement o que, quel que soit
I’évaluation des formules ¢ et g sur 'environnement o, I’évaluation des formules
(m(p1 V @2)) et ((mp1) A (mp2)) d'une part, et de (=(1 A g2)) et 1) V (mp2)),
d’autre part, sur 'environnement o donne toujours la méme valeur.

[p1], | L2l || [(e1 vV @2)l, | [(02 A )], || (201 V w2))], | [(=(e1 A @2))],
I If Jf t t
I i t il ff tt
t i t i ff t
it it it it ff 1f
[p1l, | [e2], || [(m)], | [(m92)], || (1) V (mp2)) | ((mp1) A (m2))
I i t t t
If t i I t i
t i il t t i
4 4 Jf i i i
O
Proposition 6 — Tiers exclu ]
() = 1
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Démonstration. Nous vérifions que pour tout environnement o que, quel que soit
I’évaluation de la formule ¢, sur 'environnement o, I’évaluation des formules ¢,
et (—(—¢1)) sur environnement o donne toujours la méme valeur.

[oal, || (o), || [(2(5en))],

i tt i
tt JI t

Proposition 7 ]

La relation = est une relation d’équivalence, c’est a dire :
— 1 = ¢ (réflexivite) ;
— sl p1 = g et 2 = 3 alors g1 = g3 (transitivite) ;
— si 1 = py alors gy = @) (symétrie).

Démonstration. On se donne @1, @9 et 3 des formules propositionnelles et V' un
sur ensemble des variables de ces formules.

Réflexivité : pour tout environnement o sur V, [¢1], = [¢1],

Transitivité : on suppose p; = @3 et w9 = 3. Par conséquent, pour tout environne-
ment o sur V, on a [p1], = [¢2], et [¢2], = [ps],. On en déduit donc [p1], = [¢s],-
Par conséquent, ¢1 = @s.

Symeétrie : on suppose @1 = 9. Par conséquent, pour tout environnement o sur V/,
on a [p1], = [p2],. On en déduit [po] = [¢1], donc 2 = ;. [

Corollaire 1 }

(=1 = ¢2)) = (1 A (mp2))

Démonstration. On peut donner les tables comme avant, ou simplement utiliser
les propositions précédentes pour obtenir le résultat.

(=1 = @2)) = (= ((=1) V 92))
((ﬂ(ﬂ%)) A (ﬂ%))
(o1 A (—p2))

La conclusion s’obtient par transitivité de = [l
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2 Calcul des prédicats

Dans une classe avec au moins un étudiant, il existe toujours un étudiant
dans la classe, tel que si il sort avant la pause, alors tous les étudiants de la
classe seront sortis avant la pause. Pour décider si cette phrase est une tautologie,
une contradiction, ou ni I'une, ni I'autre, nous devons définir les quantificateurs
universels et existentiels. Ces quantificateurs vont nous permettre de raisonner
sur des propriétés portant sur des ensembles infinis d’éléments. Dans toute cette
partie, nous considérons un ensemble E (infini ou non).

L’introduction de quantificateurs nous fait passer du calcul des propositions a
ce qu’on appelle le calcul des prédicats. Un prédicat est un énoncé mathématique
comme x < y ou a # b, dont la vérité dépend des valeurs de z, y, a et b.

2.1 Définitions

Définition 14 — Prédicat atomique

Un prédicat atomique est une proposition avec des variables libres.

Définition 15 — Prédicat

Un prédicat est formé a partir de prédicats atomiques, des connecteurs lo-
giques habituels, ainsi que des quantificateurs, que nous allons introduire
par la suite.

Exemple 14
Nous donnons maintenant quelques exemples de prédicats :

1. si F est I'ensemble des étudiants de la classe, la phrase :
« x porte un pull blanc. »

peut étre vue comme un prédicat portant sur les éléments de E.

2. La formule :
« m est un nombre premier. »

est un prédicat portant sur les entiers naturels.

3. La formule :
« n est un nombre premier A n est pair »

est aussi un prédicats, composé de deux prédicats reliés par le connec-
teur «et».

14



Exemple 15

— x + 2 n’est pas un prédicat ;
— 1 = 7 est une proposition;
— x+2 = 2+x est un prédicat & une variable sur R (on dit aussi d’arité

1, monadique ou unaire) ;
— =+ 2 = y est un prédicat a deux variables (on dit aussi d’arité 2 ou

binaire, ou encore relation binaire) ;

Nous introduisons maintenant les quantificateurs. Intuitivement, une propriété
quantifiée universellement sur F est vraie lorsqu’elle est satisfaite pour tous les
éléments de E. C’est une sorte de conjonction de taille arbitraire (voire infinie).

Nous formalisons maintenant cette intuition.
Définition 16 — Quantificateur universel
Soit P(x) un prédicat portant sur les éléments de E. Nous dirons que la
propriété (Vx € E,P(x)) est vraie si et seulement si pour tout élément
x € E, P(z) est vrai.

Par contre, une propriété quantifiée existentiellement sur E est vraie lorsqu’elle
est satisfaite pour au moins un élément de E. C’est une sorte de disjonction de
taille arbitraire (voire infinie). Nous formalisons maintenant cette notion.

Définition 17 — Quantificateur existentiel

Soit P(x) un prédicat portant sur les éléments de E. Nous dirons que la
propriété (dz € FE : P(x)) est vraie si et seulement si il existe un élément

x € E tel que P(x) soit vrai.

Exemple 16

Soit X I’ensemble de tous les chats qui existent, ont existé, et existeront un
jour. La propriété Vo € X, x est gris est faux car il existe des chats qui ne

sont pas gris.

Exemple 17

La propriété suivante :

VneN,neQ;

est vraie, car tout entier naturel est un nombre rationnel.
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Exemple 18
La propriété suivante :

Vge Q,qeN

est fausse car % est un nombre rationnel qui n’est pas un nombre entier.

Exemple 19

Soit P(x) un prédicat portant sur les éléments de E. La propriété
dJre F:(Plx) = Yy € E,P(y))

est satisfaite si et seulement si I’ensemble E n’est pas vide.

Démonstration. Montrons les deux implications.
1. Sila propri¢té 3z € E : (P(z) = Yy € E, P(y)) est une tautologie, alors,
nécessairement £ est non vide.
2. Si E n’est pas vide. Prenons ¢ un élément de E. Deux cas :

(a) SiVy € E, P(y), alors la propriété P(t) — Vy € E, P(y) est vraie.
Donc la propriété 3z € E: (P(x) = Yy € E, P(y)) est vraie.

(b) Sinon, soit ¢ un élément de E tel que P(t) soit faux (¢ existe car F
n’est pas vide). La propriété¢ P(t) = Yy € E, P(y) est vraie. Donc la
propriété 3z € E : (P(z) = Vy € E, P(y)) est vraie.

Ainsi, la propriété dz € E: (P(z) = Vy € E, P(y)) est vraie.

Exemple 20

Soit P(x) un prédicat portant sur les éléments de E. La propriété
(Ve € E,P(z)) = (Jy € E: P(y))

est satisfaite si et seulement si ’ensemble E n’est pas vide.

Démonstration. Montrons le sens réciproque et la contraposée.
— Réciproque : On suppose E non vide. Soit e € E. On a P(e) puisque
Va € E, P(x) donc 3z € E : P(x).
— Contraposée : On suppose E vide. Donc la propriété (Vo € E, P(z)) est

vraie et (Jy € E': P(y)) est fausse. Donc I'implication est fausse.
[l
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'_[ Proposition 8 ]

Soit P un prédicat portant sur les éléments de I'ensemble vide. Alors la
propriété :

Ve e @: P(x).

est satisfaite.

Démonstration. L’ensemble vide n’a pas d’élément.
Donc, P(z) est vrai pour tous les éléments de . O

'_[ Proposition 9 ]

Soit P un prédicat portant sur les éléments de I’ensemble vide. Alors la
propriété :

dr € @: P(x).

est fausse.

Démonstration. Supposons que la propriété soit vraie. Il existerait donc un élément
t € @ tel que P(t) soit vraie. En particulier, t € @, ce qui est absurde car ’ensemble
& n’a pas d’élément. [l

Proposition 10 ]

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— (=(3z € X : (=P(x)))).

Démonstration. 1. Supposons que pour tout élément de x de X, la propriété
P(z) est vraie. Alors pour aucun élément = de X, la propriété P(x) est
fausse. Et donc, il n’existe pas d’éléments de x de X tel que la propriété
P(z) soit fausse.

2. Réciproquement, supposons qu’il n’existe pas d’éléments de = de X tel que
la propriété P(z) soit fausse. Soit x un élément de X, on sait que P(z) n’est

pas fausse. Donc P(x) est vraie.
[

Proposition 11 ]

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— (Gx € X : P(x));
— (=(Vz € X, (=(P(2))))).

17



Démonstration. Par contraposée de la propriété O]

Définition 18 }
Soit P(x) un prédicat portant sur les éléments de E. Nous dirons que la
propriété (Jlx € E : P(x)) est vraie si et seulement si il existe un unique
élément z € E tel que P(x) soit vrai.

dlxz € E : P(x) peut s’écrire en fonction de V et 3. La proposition précédente
est en fait 3z € F : (P(x) AVy € E,(P(y) = x« = y)) ou encore (I € FE :
P(x))V (V(a,b) € E?, P(x) A P(y) = = =y).
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