14 septembre L1 FDV

TD1 : logique propositionnelle et logique des
prédicats

Exercice 1: Des formules
Ecrire les tables de

(a) (=4)
(b) (=(AA B))
(©) ((AAB)V((=4) A (=B)))

Solution:
[A], | Bl || [(0A)] | [(2(AAB))], | [((AAB)V ((0A) A (=B)))],
I i tf t
I, i i i If
u | Jf If i If
if i If If i

Exercice 2: Des tables
Trouvez des formules en fonction de A et B correspondantes aux tables suivantes :

[Al, | [Bl, || [e1]y || o], || 03, || [e4]y || 5], || [p6l,
A I tt If tt tt If

Il If If t t t tt
| Jf /. If tt If tt If
| u t ff ff i t i
Solution: Les solutions ne sont pas uniques. Je donne juste des solutions simples.
— ¢1=(AADB)
— 2= (=(AV B))
— p3=(=(4 < B))
— @4 = (A= B)
— 5 =T
— g =B

Exercice 3: « Ou » exclusif
Trouver une formule qui exprime « A ou B» dans le sens «soit A, soit B, mais pas les

deux ». Ecrire sa table de vérité.
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Solution: Il y a deux solution auxquelles on peut penser naturellement, méme si
ce ne sont pas les seules :

— p=(AVB)A-(ANB)

— ¢=(AN-B)V (-AAB)

La table de vérité de la premiére est :

(A, | [Bly | [AVB], | [ (AAB)], | [(AVB)A=(AAB)],
I If t ff
il i i i
& | ff i i i
# |t t ff ff

Exercice 4: En langage naturel
Les propositions suivantes sont elles vraies, ou non ?
(a) Le fait que Napoléon soit mort implique qu’il a gagné la bataille de Waterloo.
(b) Le fait que I'un de vos professeurs de mathématiques soit la reine d’Angleterre

implique qu’un de vos professeurs de biologie est le roi d’Espagne.

(c) Le fait que je vais gagner au loto au moins une fois dans ma vie implique que ’eau
¢a mouille.

Solution:

(a) A = « Napoléon est mort » ; B = « Napoléon a gagné la bataille de Waterloo »
A est vrai (Napoléon est mort le 5 mai 1821 sur 'ille de Saint-Héléne dans la
Longwood House) ; B est faux (Napoléon a perdu la bataille de Waterloo le 18
juin 1815 contre la perfide albion, I'Irlande, la Prusse, les Pays-Bas et quelques
duchés et royaumes moins connus) (A = B) est faux. Donc la phrase est fausse.

(b) A = « Un de vos professeurs de mathématiques est la reine d’Angleterre » ;
B = « Un de vos professeurs de biologie est le roi d’Espagne ». A et B sont
(probablement) faux. Donc (A = B) est vrai.

(c) A = « Je vais gagner au loto au moins une fois dans ma vie » ; B = « L’eau
mouille ». A est probablement faux, mais peut aussi bien étre vrai. On va dire
que les deux cas sont possibles. B est vrai. (A = B) est vrai que A soit vrai ou
faux. Donc la phrase est vraie, méme pour les plus pessimistes d’entre nous.

Exercice 5: Proposition ou prédicat ?
Dire pour chaque formule si ¢’est une proposition, un prédicat, ou ni I'une ni 'autre.

1. z=1
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2.

2>0

3. In(xy) = In(z) + In(y)
4. Vx €10;1],In(z) <0
5. 42+ 3

Solution:

1. Prédicat unaire

2. Proposition

3. Prédicat binaire

4. Proposition. Eh oui! La variable x n’est pas libre, on dit qu’elle est introduite
par le quantificateur.

5. Ni I'une ni 'autre, c’est juste un nombre, on ne peut pas dire qu’ils soit vrai
ou faux, ce n’est donc pas une proposition.

Exercice 6: Quantificateurs
Exprimer sous la forme d’une formule syntaxiquement correcte de la logique des prédi-
cats les énoncés suivants. On notera H 1’ensemble des humains.

1.

— = = =
=W N = O

© XN W

Quelqu’un arrive.

Tous arrivent.

Personne n’arrive.

Tous les humains sont intelligents.

Certains humains sont intelligents.

Aucun humain n’est intelligent.

Seuls les humains sont intelligents.

Tous les humains sont soit beaux, soit intelligents.
Certains humains sont intelligents ou beaux.

Une condition nécessaire pour que x soit premier est qu’il soit impair ou égal a 2.

. Personne ne connait tout le monde.
. Toute personne connait au moins une personne.
. Il existe une personne qui connait tout le monde.

. I y a une chanson qu’aucun enfant ne chante.

Solution: Pour chaque énoncé, il y a plusieurs formules possibles. Je n’en ai mis
qu’une.
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dh € H, h arrive.

Vh € H, h arrive.

—(3h € H, h arrive).

Vh € H, h est intelligent.
dh € H, h est intelligent.
—(3h € H, h est intelligent).

NS g W N

Si on note A l'ensemble des animaux (par exemple) :
Ya € A, a est intelligent = a € H.

Vh € H, (h est beau V h est intelligent).
9. 3h € H, (h est beau V h est intelligent).

10. Yz € N, z est premier = (z est impair V z = 2).
En effet, « P est une condition nécessaire pour () » n’est qu'une autre fagon
de dire « Q@ = P ».

11. ﬁ(ﬂhl € H, Yhy € H, h; connait hz).
12. Yhy € H, dho € H, hq connait hs.
13. dhy € H, Yho € H, hq connait hs.

14. En notant C 'ensemble des chansons et E' ’ensemble des enfants :
dc € C, Ve € E, —(e chante c).

®©

Exercice 7:

Un inspecteur des services de santé visite un hopital psychiatrique ot des phénomeénes
étranges lui ont été signalés. Dans cet hopital, il n’y a que des malades et des mé-
decins, mais les uns comme les autres peuvent étre sains d’esprit ou totalement fous.
L’inspecteur doit faire sortir de ’hopital les personnes qui n’ont rien a y faire, c’est a
dire les malades sains d’esprit et les médecins totalement fous (quitte a les réintégrer
ultérieurement en tant que malades...). Il part du principe que les personnes saines
d’esprit ne disent que des choses vraies, alors que les personnes folles ne disent que des
choses fausses. Dans une salle, il rencontre deux personnes (appelons-les A et B pour
préserver leur anonymat). A affirme que B est fou et B affirme que A est médecin.
Apreés une intense réflexion, I'inspecteur fait sortir 'un des deux de I'hépital. Lequel
(et pourquoi ?)

Peut-il dire quelque chose au sujet de 'autre ?

Solution: Définissons quelques propositions.our changer, on va utiliser les huit
premiéres lettre grecques.
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def
— « d% A est médecin
— B = A est fou
def . .
— v = B est médecin
def
— 0 = Best fou
— ¢ = (< f) : A doit sortir

— ¢ = (y & 9) : B doit sortir

— 0 = (—~(a<6)) : B dit que A est médecin
On sait que 7 et 0 sont vrais.

[, | 18l, | Mo | 18], || €l | €]y | Mo | 16,
R R
12/ I/ A 2 A O
SV [ S
1Al ae el a]a]a]#n

A A
A O I O/ R O/ R
N A O/ O A
2 T 2 I | O O/ R
2 A A 2 O/ I

oL
AR RN AN AN R
w | e ] a |
w | w | e || o | u
wolw e SN
w | w | @ | I a | g | u
w | | a | u ||« | i | ff| S

Pfiou!

11 suffit de regarder tous les cas ot 1 et # sont vrais. Il y a 4 cas. Dans ces 4 cas, €
est vraie, alors que ¢ prend les deux valeurs. Donc A doit sortir et on ne peut rien
dire sur B.
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